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F, 1 o b j e t i v o  de e s t a  m e m o r i a  e s  i n c o r p o r a r  el c o n c e p t o  de 
s u f i c i e n c i a  a la t e o r f a  de los p r o c e s o s  e s t o c â s t i c o s  c o n t r o l a -  
d o s  y  r e d u c i r  la c l a s e  de c o n t r ô l e s  a d m i s i b l e s  a lo s  b a s a d o s  en 
los p r o c e s o s  s u f i c i e n t e s .
La i d e a  o r i g i n a l  del t r a b a j o  e r a  e n f o c a r  d e s d e  la t e o r i a  de 
c o n t r o l  e s t o c â s t i c o  los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  p o r  R a h a d u r  al t r a -  
t a r  p r o b l e m a s  de d e c i s i o n  s e c u e n c i a l .  B a h a d u r  d e m o s t r ô  q u e  la 
c l a s e  de  r e g l a s  de d e c i s i o n  b a s a d a s  e n  s e c u e n c i a s  s u f i c i e n t e s  es 
e s e n c i a l m e n t e  c o m p l é t a  c u a n d o  la s e c u e n c i a  es t r a n s i t i v a .  F. 1 
c o n c e p t o  de  s e c u e n c i a  s u f i c i e n t e  es s i m i l a r  al d e  p r o c e s o  s u f i ­
c i e n t e  q u e  en e s t a  m e m o r i a  se p r o p o n e .
S i n  e m b a r g o ,  y a p e s a r  d e  e s t a  a n a l o g i a ,  no se p u e d e  a s i m i -  
lar el p r o b l e m a  d e  d e c i s i o n  s e c u e n c i a l  c o n  el p r o b l e m a  d e  c o n ­
tro l  e s t o c â s t i c o  en t i e m p o  d i s c r è t e ,  e s t o  t e n d r i a  s e n t i d o  c u a n d o  
las d i s t r i b u c i o n e s  d e  p r o b a b i l i d a d  q u e  r i g e n  la e v o l u c i é n  del 
sisteroa c o n  t r o 1 a d o  d e p e n d e n  de un  p a r a m è t r e  d e s c o n o c i d o  q u e  se 
t r a t a  d e  e s t i m a r .  S o n  los p r o b l e m a s  de c o n t r o l  a d a p t a t i v e  y ta 
r e l a c i d n  d e  é s t o s  c o n  los p r o b l e m a s  d e  d é c i s i o n  e s t â  t ra t ad a en 
u n  a r t f c u l o  de S w o r d e r  y A o k i .
Al t r a t a r  el p r o b l e m a  de  c o n t r o l  e s t o c â s t i c o  se s e g u i r â  el 
e n f o q u e  i n i c i a d o  p o r  S k o r o h o d .  La  i d e a  F u n d a m e n t a l  es c o n s v d e -  
r a r  u n  p r o c e s o  e s t o c â s t i c o  q u e  e n g l o b a  al p r o c e s o  b â s i c o ,  e s t a d o
del si sterna en la n o t a c i ô n  c l â s i c a ,  y  el c o n t r o l  .
ta a l e a t o r i e d a d  de la e v o l u c i o n  d e l  s i s t e m a  q u e d a  r e f l e j a d a  
en l a s  d i s t r i b u c i o n e s  de  p r o b a b i 1 i d a d  a s o c i a d a s  al p r o c e s o  e s t o ­
c â s t i c o ,  q u e  se d e n o m i n a  p r o c e s o  e s t o c â s t i c o  c o n  t r o 1 a d o .
El c o n c e p t o  de  e s t r a t e g i a  de c o n t r o l  se g e n e r a  1 i z a , a d e m â s ,  
al c o n s i d e r a r  l o s  c o n t r ô l e s  a l e a t o r i o s ,  q u e  se d e f i n e n  p o r  m e d i o  
d e  u n a s  d i s t r i b u c i o n e s  de p r o b a b i i d a d  c o n d i c i o n a d a s  a la e v o l u -  
c i d n  del s i s t e m a  y los c o n t r ô l e s  a n t e r i o r e s .
Se r e s t r i n g e  el e s t u d i o  a los p r o c e s o s  e s t o c â s t i c o s  c o n t r o -  
l a d o s  de p a r a m è t r e  d i s c r e t e  q u e ,  p o r  c o m o d i d a d  de no  ta c  i ô n , s e -  
l'ân r e f e r i d o s  c o m o  p r o c e s o s  c o n t r o l  a d o s  s i m p l e m e n t e .
En  el c a p i t u l e  I se i n t r o d u c e n  l a s  i d e a s  e l e m e n t a l es  d e  
p r o c e s o  c o n t r o l  a d o , p r o c e s o  b â s i c o  y c o n t r o l  en  p r o b l e m a s  d e  
c o n t r o l  en i n f o r m a c i o n  c o m p l é t a .
L o s  e s p a c i o s  s o b r e  los q u e  se d e f i n e n  el p r o c e s o  b â s i c o  y 
el c o n t r o l  p r e c i s a n  de u n a s  c o n d i c i o n e s  t o p o l o g i c a s  de r e g u l a r i -  
d a d  a fin de q u e  se c u m p l a n  d e t e r m i n a d a s  p r o p i  e d a d e s  i n t e r e s a n -  
t e s  p a r a  el e s t u d i o .  E s t a s  c o n d i c i o n e s  q u e d a n  g a r a n t i  z a d a s  al 
e x î g i r  q u e  1ns e s p a c i o s  f a s e  d e l  p r o c e s o  b â s i c o  y d e l  c o n t r o l  
s c a n  e s p a c i o s  m é t r i c o s  s e p a r a b l e s  y c o m p l è t e s .  A l g u n a s  de 
e s t a s  p r o p i e d a d e s  se e n u n c i a n  en  el c a p î t u l o  I.
ta i d e a  de  r e l a c i o n a r  la s u f i c i e n c i a  c o n  el p r o b l e m a  de
VI
c o n t r o l  e s t o c â s t i c o  p e r s i g u e  el o b j e t i v o  de  s im p  1 i fi c ar  l a s  r é ­
g l a s  d e  c o n t r o l  y d i s m i n u i r  en lo p o s i b l e  el v o l u m e n  de i n f o r m a ­
c i o n  n e c e s a r i o  p a r a  a d o p t a r  u n a  e s t r a t e g i a  de c o n t r o l  o p t i m a .
E n  el p r e s e n t e  t r a b a j o  se a b o r d a n  d o s  f o r m a s  d e  l l e v a r  a c a b o  
e s t a  i d e a ,  se d é s a r r o i l a r â n  en los c a p f t u l o s  II y III.
E n  el c a p î t u l o  II se e s t u d i a n  l o s  p r o c e s o s  s u f i c i e n t e s  p a r a  
el c o n t r o l .  F i j a d o  el o b j e t o  c o n t r o l  a d o , q u e  d é t e r m i n a  la é v o ­
l u e  i ô n del p r o c e s o  b â s i c o  en  f u n e  i ôn  de  lo s  c o n t r ô l e s ,  p a r a  c a d a  
c o n t r o l  a d m i  s i b l e  se t i e n e  u n a  d i s t r i b u c i ô n  de  p rob ab il i d a d
Pju p a r a  el p r o c e s o  c o n t r o l  a d o . Se d e f i n e  el p r o c e s o  s u f i c i e n ­
te p a r a  el c o n t r o l  JJ de f o r m a  a n â l o g a  a c o m o  se d e f i n e  u n  e s t a -  
d î s t i c o  s u f i c i e n t e  p a r a  u n a  f a m i l i a  de  m e d i d a s  de  p r o b a b  i 1 i d a d  
q u e  d e p e n d e  de  un  p a r a m è t r e , en e s t e  c a s o  ^  .
E s t e  p r o c e s o  s u f i c i e n t e  va a c u m u l a n d o  en c a d a  e t a p a  t o d a  
la i n f o r m a c i o n  q u e  p u e d e  p r o p o r c i o n a r  la e v o l u c i o n  del p r o c e s o  
c o n t r o l  a d o  h a s t a  e s e  i n s t a n t e  s o b r e  el c o n t r o l  x> . P o s t e r i o r -  
m e n t e  se d e m u e s t r a  q u e  la c l a s e  de c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en e s e  
p r o c e s o  s u f i c i e n t e  es e s e n c i a l m e n t e  c o m p l é t a ,  c o n  lo q u e  b a s t a  
s e l e c c i o n a r  el c o n t r o l  ô p t i m o  p a r a  el p r o b l e m a  d e n t r o  de e s t a  
c l a s e .
A c a b a  el c a p î t u l o  c o n s i d e r a n d o  el p r o b l e m a  de c o n t r o l  en 
i n f o r m a c i o n  i n c o m p l e t s  y se d e m u e s t r a  t a m b i é n  en  e s t e  c a s o  q u e  
la c l a s e  d e  c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en un  p r o c e s o  s u f i c i e n t e  es e s e n -
VII
ci al m e n  te c o m p l é t a .
En el c a p î t u l o  III s o l o  se c o n s i d é r a  el p r o b l e m a  d e  c o n t r o l  
en i n f o r m a c i o n  i n c o m p l e t a ,  y se t r a t a  d e  e s t i m a r  en c a d a  e t a p a  
la e v o l u c i o n  d e l  s i s t e m a  a p a r t i r  de  l a s  o b s e r v a c i o n e s  y los 
c o n t r ô l e s  tornados h a s t a  e s e  m o m e n t o .  Se d e f i n e  asî en c a d a  
e t a p a  el e s t a d î s t î c o  s u f i c i e n t e  q u e  a c u m u l a  t o d a  la i n f o r m a c i o n  
s o b r e  la e v o l u c i o n  del s i s t e m a  q u e  p u e d e n  p r o p o r c i o n a r  l a s  o b s e r -  
v a c i o n e s  y c o n t r ô l e s  c o n o c i d o s .  C a d a  u n o  de  e s t o s  e s t a d î s t i c o s  
d e f i n e  l as c o m p o n e n t e s  d e l  p r o c e s o  s u f i c i e n t e  p a r a  el p r o c e s o  
b â s i c o .  Se d e m u e s t r a  q u e  la c l a s e  de c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en  e s e  
p r o c e s o  s u f i c i e n t e  es e s e n c i a l m e n t e  c o m p l é t a .
Si se e x i g e  q u e  el p r o c e s o  s u f i c i e n t e  p a r a  el p r o c e s o  b â s i ­
co s e a m i n i m a l  s u f i c i e n t e ,  en  el s e n t i d o  q u e  lo s e a n  l o s  e s t a d î s ­
t i c o s  s ti fie l e n t e  s de c a d a  e t a p a ,  se p u e d e  d e t e r m i n a r  e s t e  c o n t r o l  
ô p t i m o  r e s o l v i e n d o  u n  n u e v o  p r o b l e m a  d e  c o n t r o l  en i n f o r m a c i o n  
c o m p l é t a ,  q u e  se d e n o m i n a r â  p r o b l e m a  d e  c o n t r o l  a s o c i a d o .
RI p r o c e s o  b â s i c o  del p r o b l e m a  d e  c o n t r o l  a s o c i a d o  es el 
p r o p i o  p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  y el o b j e t o  de  c o n t r o l  se d e ­
f i n e  a p a r t i r  del o b j e t o  de c o n t r o l  de l  p r o b l e m a  o r i g i n a l  y se 
b a s a  en ta m i n i m a l  s u f i c i e n c i a  de  c a d a  u n a  de  las c o m p o n e n t e s  
del p r o c e s o  s u f i c i e n t e .
RI p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o  d é t e r m i n a  un  p r o c e s o  c o n -
VIII
t.rolado de M a r k o v ,  a u n q u e  el c o r r e s p o n d  i e n t e  al p r o b l e m a  o r i g i ­
nal no lo s e a ,  y, p o r  e s t a  p r o p i e d a d ,  el c o n t r o l  o p t i m o  en  c a d a  
e t a p a  d e p e n d e  u n  i c a m e n  te d e l  v a l o r  del p r o c e s o  b â s i c o  en  e s a e- 
t a p a ,  q u e  es  el e s t a d i s t i c o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e .
La f u n c i ô n  de  c o s t e  d e l  p r o b l e m a  de  c o n t r o l  a s o c i a d o  se 
c o n s t r u y e  de f o r m a  q u e  en m e d i a  c o i n c i d a  c o n  la de l  p r o b l e m a  
o r i g i n a l ,  d e  tal f o r m a  q u e  m i n i m i  z a n d o  u n a  se m i n i m i c e  la o t r a .
Asî se c o n c l u y e  q u e  al d e t e r m i n a r  el c o n t r o l  ô p t i m o  del 
p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o  se d é t e r m i n a  el d el p r o b l e m a  o r i ­
g i n a l  en i n f o r m a c i o n  i n c o m p l e t a  en la  c l a s e  de l o s  c o n t r ô l e s  
b a s a d o s  en u n  p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e .  P o r  el t e o r e m a  de 
c o m p l e t i t u d ,  se r e s u e  1 ve  de  e s t e  m o d o  el p r o b l e m a ,
P o r  u l t i m o ,  en el c a p î t u l o  IV, se p l a n t e a  u n  p r o b l e m a  de 
c o n t r o l  e s t o c â s t i c o  en  i n f o r m a c i o n  i n c o m p l e t a  q u e  s a t i s f a c e  
las h i p ô t e s i s  de l  c a p î t u l o  III.
E s t e  p r o b l e m a  s e r â  el de l  r e g u l a d o r  l i n e a l  c o n  c o s t e  c u a -  
d r â t i c o  y en  el q u e  las d i s t r i b u c i o n e s  d e  p r o b a b  i 1 i d a d  q u e  a 1 - 
t e r a n  la e v o l u c i ô n  de l  s i s t e m a  y las o b s e r v a c i o n e s  s o n  n o r m a l e s  
de p a r â m c t r o s  c o n o c i d o s .
M e d  i a n t e  la c o n s t r u c c  i ô n  y p o s t e r i o r  r e s o l u c i ô n  del p r o b l e ­
m a  d e  c o n t r o l  a s o c i a d o  se l l e g a  al c o n t r o l  ô p t i m o  en la c l a s e  de 
los c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en  u n  p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e .
IX
Sc d e m u e s t r a  p o s t e r i o r m e n t e  q u e  t a n t o  el c o n t r o l  o p t i m o  c o ­
m o  el c o s t e  m f n i m o  e s p e r a d o  c o i n c i d e n  c o n  lo s  o b t e n i d o s  s i g u i e n -  
d o  el enfoqiie c l a s i c o  a t r a v e s  d e l  f i l t r o  de K a l m a n .
F,s d e  d e s t a c a r  en el p r e s e n t e  t r a b a j o  la i n c o r p o r a c  i on  en 
los p r o b l e m a s  de  c o n t r o l  de la i d e a  de s u f i c i e n c i a  en l o s  e s t i ­
m a  d o r e s q u e  s u r g e n  de  f o r m a  n a t u r a l  en  a q u é l l o s ,  b i e n  s e a  p a r a  
i n f e r i r  s o b r e  c u â l  ha  s i d o  el c o n t r o l  e l e g i d o  ( c a p î t u l o  II) ,  o 
b i e n  se a p a r a  i n f e r i r  s o b r e  c u â l  h a  s i d o  la e v o l u c i ô n  d e l  s i s t e ­
m a  ( c a p î t u l o  I I I ) .
T a m b i é n  se p l a n t e a  el p r o b l e m a  de c o n t r o l  c o m o  un  p r o b l e m a  
de d e c i s i o n  y se t r a t a  de r e d u c i r  la c l a s e  de los c o n t r ô l e s  ( d e ­
c i s i o n  es) p a r a  s i m p l i f i c a r  la e l e c c i ô n  del c o n t r o l  ô p t i m o .  De  
ahî los t e o r e m a s  de  c o m p l e t i t u d  de  lo s  c o n t r ô l e s  b a s a d o s  e n  p r o ­
c e s o s  s u f i c i e n t e s .
ta l î n e a  d e  i n v e s t i g a c i ô n  p r é s e n t é  se p u e d e  c o n t i n u a r  g e n e ­
ral i z a n d o los r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  a los p r o c e s o s  e s t o c â s t i c o s  
c o n t r o l  a d o s  d e  p a r â m e t r  o c o n t i n u e .  T a m b i é n  s é r i a  i n t e r e s a n t e  
p r o f u n d i z a r  e n  et e s t u d i o  de los p r o b l e m a s  de c o n t r o l  a d a p t a t i v e  
s i g u i e n d o  el e n f o q u e  s e g u i d o  p o r  S w o r d e r  y A o k i  en el a r t i c u l e  
m e n c i o T) a d o an t er i o r m e  n t e .
Qui si e r a  e x p r e s a r  mi a g r a d e c i m i e n t o  a la P r o f e s o r a  P i l a r  
I b a r r o l a  p o r  su d i r e c c i ô n  y su a y u d a  c o n s t a n t e .
A g r a d e z c o  t a m b i é n  a los p r o f e s o r e s  de la S e c c i o n  d e  E s t a d r s -  
t i c a  e I n v e s t i g a c i ô n  O p e r a t i v a  el a p o y o  p r e s t a d o  d u r a n t e  la r e a -  
l i z a c i o n  de  e s t e  t r a b a j o .
M a d r i d ,  M a y o  de  1 . 9 8 3
C A P I T U L O  I
C A P I T U L O  I 
R E S U L T A O O S _ P R E V I O S
1 . - S U M A R I O
El p r o p o s i t o  f u n d a m e n t a l  de e s t e  c a p î t u l o  es i n t r o d i i c i r  los 
c o n c e p t o s  b â s i c o s  y e n u n c i a r  u n a  s e r i e  de r e s u l t a d o s  y a  c o n o c i d o s  
qu e  s e r â n  de u t i l i d a d  e n  el d e s a r r o l l o  de los c a p î t u l o s  p o s t e r i o r e s
E n  la s e c c i o n  2 se d e f i n e  la c o n v e r g e n c i a  d é b i l  d e  m e d i d a s  
y la s e m i c o n t i n u i d a d  p o r  a b a j o  en e s p a c i o s  m é t r i c o s  s e p a r a b l e s  y 
c o m p l e t e s . El e s p a c i o  fas e  d e l  p r o c e s o  q u e  se c o n t r ô l a  y el e s - 
p a c i o  f a s e  de c o n t r o l  d e b e r â n  se r e s p a c i o s  m é t r i c o s  s e p a r a b l e s  y 
c o m p l è t e s .  A la f u n c i ô n  de c o s t e  de c o n t r o l  se le e x i g i r â  q u e  
s e a sem i  c o n t i n u a  p o r  a b a j o  p a r a  g a r a n t i  za r  la e x i s t e n c i a  de u n  
c o n t r o l  ô p t i m o .  La  c o n v e r g e n c i a  d é b i l  se n e c e s i t a  p a r a  e s t u d i a r  
el l i m i t e  de e s t r a t e g i a s  de c o n t r o l ,  q u e  e s t â n  c a r a c t e r i z a d a s  p o r  
d i s t r i b u c i o n e s  de  p r o b a b i 1 i d a d .
E n  la s e c c i ô n  3 se i n t r o d u c e n  los c o n c e p t o s  de s u f i c i e n c i a  
s e g û n  el e n f o q u e  c l â s i c o  y b a y e s i a n o ,  se d e m u e s t r a  la e q u i v a l e n c i a  
e n t r e  a m b o s  y se d e f i n e  la s u f i c i e n c i a  m i n i m a l .
Se p l a n t e a  en la s e c c i ô n  4 el p r o b l e m a  de  c o n t r o l  en i n f o r - 
m a c i ô n  c o m p l é t a  a p a r t i r  de la d e f i n i c i ô n  de p r o c e s o  e s t o c â s t i c o  
c o n t r o l  a d o . Se h a c e  h i n c a p i é  e n  los c o n c e p t o s  de o b j e t o  c o n t r e -
l a d o ,  c o n t r o l  y p r o c e s o  c o n t r o l  a d o . Se p l a n t e a  d e s p u e s  el p r o ­
b l e m s  de  o p t i m i z a c i o n  q u e  s u r g e  a 1 t r a t a r  de e l e g i r  el c o n t r o l  
o p t i m o .  P o r  u l t i m o ,  se d e f i n e  el c o n c e p t o  de c a d e n a  de  M a r k o v  
c o n t r o l a d a  c o m o  un c a s o  p a r t i c u l a r  d e  p r o c e s o  e s t o c â s t i c o  c o n t r o -  
l a d o  y la s i m p  1 i f i c a c i o n  q u e  s u p o n e  el c o n s i d e r a r  un t i p o  c o n c r e t o  
de f u n c i o n  de  c o s t e  a la b o r a  d e  r e s o l v e r  el p r o b l e m a .
2 . -  C O N V E R G E N C I A  D E B I L  Y S E M I C O N T I N U I D A D  P O R A B A J O  EN
U n a  f u c i o n  f : X ----»  R , d o n d e  X es u n  e s p a c i o  m é t r i c o ,  se
d i c e  q u e  es semi c o n t i n u a  p o r  a b a j o  si p a r a  c u a l q u i e r  x « X  se
v c r i f i c a  q u e  j. i m f(y) » f(x) 
y-.x
U n a  f u n c i o n  s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o  a l c a n z a  el m i n i m o  en 
c u a l q u i e r  c o n j u n t o  c o m p a c t e .
U n a  su c e s  i o n  de  m e d i d a s  f i n i t a s  U  d e f i n i d a s  en u n  e s -  
p a c i o  m é t r i c o  X c o n v e r g e  d é b  i 1m e n te a u n a  m e d i d a  ^  si p a r a  c u a l ­
q u i e r  f u n c i o n  r e a l  c o n t i n u a  y a c o t a d a  d e f i n i d a  en X d
n ’ «  J  ^  ^ n ^  ^ ~ j'f(x) y x ( d x )
T E 0 R E M A _ I ^ 2 _ ^ 1
D a d a  u n a  f u n c i ô n  f : X  * R , d o n d e  X es un e s p a c i o  m é t r i c o ,
y f es a c o t a d a  p o r  a b a j o  y s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o ,  si es u n a
s u c e s i ô n  de m e d i d a s  d e f i n i d a s  s o b r e  X q u e  c o n v e r g e  d é b i l m e n t e  a
y *  , s e  v e r i f i c a :  l i m  j f ( x ) ( d x ) ÿ  j f ( x ) y i ( d x
Se a u n a  f u n c i ô n  f ( x , u )  a c o t a d a  p o r  a b a j o  y s e m i c o n t i n u a  
p o r  a b a j o  p a r a  c u a l q u i e r  x é X y  u « l l ,  d o n d e  X es  un e s p a c i o  m é t r i ­
c o  s e p a r a b l e  y c o m p l è t e  y U es un  c o n j u n t o  c o m p a c t o ;  e n t o n c e s ,  la 
f u n c i ô n  f ( x ) = I n f  f ( x , u )  es s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o  y e x i s t e  u n a  f u n  
c i ô n  B o r e l  Y  :X - - » U  tal q u e  f (x )^ f (x , x )) .
T E 0 R E M A _ I ^ 2 ^ 3
S e a n  X y X^ d o s  e s p a c i o s  m é t r i c o s  s e p a r a b l e s  y c o m p l è t e s  y
s e a G ( x , x ^ )  a c o t a d a  p o r  a b a j o  y s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o  en X X^,
e n t o n c e s ,  si j y i , n - 0 , l , . . |  es u n a  s e c u e n c i a  de  m e d i d a s  f i n i t a s
s o b r e  X y c o n v e r g e  d é b i l m e n t e  a la m e d i d a  y( y 1 im x ^  = x ”
i f i c a :  l i m  f G (x ,x " ) u  (dx) ^ | g ( x ,x ” ) W ( d x )
n - »  ' l / n  ■* 1 / 0
se ve r 1
C O M P A C I D A D _ D E B I L
D a d o  ( X , d o n d e  X es u n  e s p a c i o  m é t r i c o  s e p a r a b l e  y c o m ­
p l e t e  y ^  es la r - â l g e b r a  d e  B o r e l ,  se d i c e  q u e  un c o n j u n t o  M de
m e d i d a s  s o b r e  À  es d é b i l m e n t e  c o m p a c t a  sf p a r a  c u a l q u i e r  s u c e s i ô n
de  m e d i d a s  de M se p u e d e  e x t r a e i ’ u n a  s u b s u c e s i ô n  c o n v e r g e n t e  d é ­
b i l m e n t e  .
T E 0 R E M A _ I _ ^ 2 ^ 4
En las c o n d i c i o n e s  a n t e r i o r e s ,  el c o n j u n t o  M es d é b i l m e n t e
c o m p a c t o  si y s o l o  si se v e r i  f i c a n  la s  d o s  c o n d i c i o n e s  si gu i  e n t e s :
a. Sup|yU( X ) , ^  € M I oO
b . -  T a r a  c u a l q u i e r  £ > 0  e x i s t e  u n  c o m p a c t o  K e X  tal q u e  
S u p  {yu( X - K  ) M  ^ < £
C 0 N J U N T 0 _ D E _ C 0 N T 1 N U ^ D A D _ D E _ U N A _ M E D I D A
D a d a  u n a  m e d i d a  f i n i  ta y*, s o b r e  ^  , el c o n j u n t o  A « y/ se 
d i c e  d e  c o n  t i nu  i d ad d e  la m e d i d a  si yi( A ' )=0, d o n d e  A' es la 
f r o n t e r a  de A.
U n a  S e c u e n c i a  d e  m e d i d a s  c o n v e r g e  d é b i l m e n t e  a yt s i , y
s o l o  s i, p a r a  c u a l q u i e r  c o n j u n t o  A d e  c o n t i n u i d a d  d e  y* s e  v e r i f i ­
c a  q u e  l i m y 4^(A)= yi(A)
APROXIMACIONDEFUNC^ONESSEM^ÇONTINUAS
L E M A _ ^ ^ 2 ^ 1
P a r a  c u a l q u i e r  f u n c i o n  s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o  y a c o t a d a  p o r  
a b a j o  F( x )  d e f i n i d a  s o b r e  u n  e s p a c i o  m é t r i c o  s e p a r a b l e  y c o m p l e t e ,  
s e  p u e d e  bal i a r u n a  s u c e s i ô n  c r e c i e n t e  de f u ne i o n e  s a c o t a d a s  y 
c o n t i n u a s  F (x) tal q u e  F ( x ) f F ( x )  p a r a  t o d o  x C X .
LE M A _ 1 _ ^ 2 ^ 2
N N
S e a  F ( x , u )  u n a  f u n c i ô n  c o n t i n u a  s o b r e  X * U  , d o n d e  X y  U
s o u  e .m . s . r . y M PS a d c m ô s  c o m p a c t e  ; p a r a  c u a l q u i e r  s e c u e n c i a  de
c o m p a c t e s  K . c X  e x i s t e n  f u n c i o n e s  V ' i x  ,x , .., x  ,ii , . . , u  ) ta-
1 ' n 0 1 n 0 n
les q u e  la s e c u e n c i a  F ( x , u ) =  V' ( x , . . , x  , u , . . , u ) c o n v e r g e  u -
n n 0 n 0 n
n i f o r m e m e n t e  a F ( x , u )  en el c o n j u n t o  K- j (x ,u ), x . â K . , u « u |
C 0 R 0 L A R I 0 _ I _ ^ 2 ^ 1
Si F (X ,u ) es s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o  y a c o t a d a  p o r  a b a j o ,  se
p u e d e  e n c o n t r a r  u n s  s u c e s i ô n  c r e c i e n t e  de f u n c i o n e s  c o n t i n u a s
F (X ,u ) tal q u e  F ( x , u ) =  l i m  F ( x , u )  p a r a  t o d o  ( x , u ) é  K 
n n n ~
3 E S T A D I S T I C O  S U F I C I E N T E
D E F I N I C I O N  C L A S I C A  ( F I S H E R )
S e a  {p, , % « ® ( u n a  f a m i l i a  de d i s t r i b u c i o n e s  s o b r e  un  
e s p a c i o  m e d i b l e  ( X , 6 ) ,  se d i c e  q u e  un e s t a d i s t i c o  T : ( X ,Q) --*( Y ,.V) 
es s u f i c i e n t e  p a r a  {P, , si p a r a  c a d a  R < <3 e x i s t e  u n a  f u n c i ô n
: X R , q u e  se l l a m a  v e r s i o n  de P @ ( 8 / T ) ,  i n d e p e  nd i e n te de  ®
tal q u e  P ^ ( B n T   ^( A ) ) - J ( x ) P g ( d x )  p a r a  t o d o  h € ^
t ‘ ‘ ( a )
T e n i e n d o  en  c u e n t a  q u e  la a p l i c a c i ô n  T i n t e r v i e n e  s ô l o  a 
t r a v é s  de la c - a l g e b r a  T ^ ( )  i n d u c i d a  en el e s p a c i o  X, se p u e ­
de d é f i n i r  la s u f i c i e n c i a  d i r e c t a m e n t e  en la s u b - v - â 1g e b r a  T 
de ®> de la s i g u i e n t e  m a n e r a :
U n a  s u b - a - â l  g e b  ra 9* de  0  se d i c e  s u f i c i e n t e  p a r a  f P g  , 
ai p a r a  c u a l q u i e r  B e 0  e x i s t e  u n a  f u n c i ô n  ^  : X -•+ R i n d e p e n d i e n t c
d e  9 ,  tal q u e  ^  es u n a  v e r s i o n  de P g ( B / y  ) p a r a  c u a l q u i e r  © €  
o , )o q u e  es lo m i s m o ,  ^  h a  d e  se r m e d i b l e  r e s p e c t e  a ^  y  v é r i ­
fie a r : Pg ( B o A ) - j Ÿ ^ ( x ) P g ( d x )  p a r a  t o d o  A f 4^ y  9  ^  ^
A c o n t i n u a c i o n  se c i t a  un t e o r e m a  de c a r a c t e r i z a c i o n  de u n  
e s t a d i s t i c o  s u f i c i e n t e .
T E 0 R E M A _ I ^ 3 ^ 1
S e a  | P g , 0 * ® y  u n a  f a m i l i a  de  d i s t r i b u c i o n e s  en (X ,©) a b s o ­
l u t  am e n  te c o n t i n u a s  r e s p e c t o  a u n a  m e d i d a  (F-f i n i t a  y t  ; s e a  T u n
e s t a d i s t i c o  T ; ( X . ® )   » (Y,~À); e n t o n c e s ,  u n a  c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a
y s u f i c i e n t e  p a r a  q u e  T s e a  s u f i c i e n t e  p a r a  ■jPe,0*(B)f es la e x i s ­
t e n c i a  de  u n a  m e d i d a  de p r o b a b i 1 i d a d  A  d e n s a  e n  { p g , 0 1 ® ^  tal q u e
- - - - - -  es m e d i b l e  r e s p e c t o  a T (^) p a r a  c u a l q u i e r  O é
A  ( d X )
U n  c o r o l a r i o  i n m e d i a t o  de l  t e o r e m a  a n t e r i o r  es q u e  p a r a  u n a  
f a m i l i a  de d i s t r i b u c i o n e s  de p r o b a b  i 1 i d a d  a b s o l u t a m e n t e  c o n t i n u a s  
r e s p e c t o  a u n a  m e d i d a  C"_finita, c u a l q u i e r  C - â l g e b r a  q u e  c o n t e n g a  
un C - a l g e b r a  s u f i c i e n t e  es t a m b i é n  s u f i c i e n t e .
S u r g e  e n t o n c e s  la c u e s t i ô n  de si e x i s t e  u n a  IF-âl g e b r a  su - 
f i c i c n t r m i n i m a .
U n a  s u b - t r - â l g e b r a  de  0  se d i c e  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  p a r a  
u n a  f a m i l i a  de d i s t r i b u c i o n e s  j p g ,9 e  @  ^  si e s t â  c o n t e n i d a  e n  eu a l -
10
d é f i n i r  el p r o c e s o  c o n t r o l  a d o  s e r â  n e c e s a r i o  d é f i n i r  la d i s t r i b n -  
c i ô n  de  p r o b a b i 1 i d a d  de u n  p r o c e s o  a l e a t o r i o  c o n  v a l o r e s  en X 
s u p o n i e n d o  q u e  se c o n o z c a  la s e c u e n c i a  de c o n t r ô l e s  tornados h a s t a  
e s e  i n s t a n t e  y  d é f i n i r  u n a  r é g l a  q u e  s e l e c c i o n e  d i c h o s  c o n t r ô l e s .
Es d e c i r ,  h a y  q u e  d é f i n i r  el o b j e t o  de c o n t r o l  y  la e s t r a t e g i a  de 
c o n t r o l  o , s i m p l e m e n t e ,  c o n t r o l .
O B J E T O  C O N T R O L A D O
S e a  N el c o n j u n t o  de l o s  n a t u r a l e s , ,  se d e f i n e n  l o s  e s p a ­
c i o s  p r o d u c t o  (X^,>4^) y y las <r-âlgebras de c i l i n d r o s  en
y y  (3 ^ , c o n  b a s e s  s o b r e  ( 0 , 1 , .  .., n )  p a r a  t o d o  n f  N .
Si X r e p r é s e n t a  el v a l o r  de l  p r o c e s o  b â s i c o  en  la e t a p a  n,
se d e b e  c o n o c e r  su d i s t r i b u e  i o n  de p r o b a b i l i d a d  a p a r t i r  de i os
v a l o r e s  d e l p r o c e s o  b â s i c o  en  e t a p a s  a n t e r i o r e s  (x ^ ,x ^ , . . . , x ^  ^ ) y
los c o n t r ô l e s  tornados (u ,u , . . . , u  1, s e a  p ( dx  / x „ . . x  ii ..u
0 1 n-1 n n 0 n-1 0 n - 1
d i c h a  d i s t r i b u c i ô n .
ta  f a m i l i a  jp ( . / . ) , n = 0 , 1 , . . . | d e f i n e  el o b j e t o  c o n t r o l  ad
P a r a  q u e  el o b j e t o  c o n t r o l a d o  d e f i n a  l as d i s t r i b u c i o n e s  de 
p r o b a b i l i d a d  de la s e c u e n c i a  { x ^ , n  = 0 , l , . . ^  e n  (X,,4) se e x i g e :
1. -  p (./ . )  es u n a  m e d i d a  de p r o b a b i  l i d a d  s o b r e  <4 r e s p e c t o  
al p r i m e r  a r g u m e n t e .
2 . -  P a r a  c u a l q u i e r  p ( A / . )  es Ji . 0  - m e d i b l e ,
n n-1 n-1
es  d e c i r ,  p (A / x  , , , x u ... u  ).
n 0 n - 1  0 n-1
1 1
A p a r t i r  d e l  o b j e t o  c o n t r o l  a d o  | p ^ ( . / . ) ,  n = 0 ,1, . .} se
N , N
d e f i n e  u n a  m e d i d a  s o b r e  X q u e  d e p e n d e  p a r a m é t r i c a m e n te de  u fU ,
e s t a  m e d i d a  y W ( . / u )  q u e d a  d e f i n i d a  a p a r t i r  de c u a l q u i e r  c i l i n -
d r o  C de d e  la s i g u i e n t e  f o r m a :
C -  ^X t X^  / X 6 C , . . , x  g C , c o n  C , . . , C  € ^  \
0 0 n n 0 n
y i ( C / u l ,  . j p p d x / x ^ u ^ ) . . .
^ 0  *^ 1 ^n
N
Q u e d a  a s î  c a r a c t e r i z a d a  d e  f o r m a  û n i c a  u n a  m e d i d a  s o b r e  X
a p a r t i r  d e l  o b j e t o  c o n t r o l a d o .  El s i g u i e n t e  t e o r e m a  a f i r m a  las
N
c o n d i c i o n e s  p a r a  q u e  u n a  m e d i d a  s o b r e  X d e f i n a  u n i v o c a m e n t e  el 
o b j e t o  c o n t r o l  ado.
T E 0 R E M A _ I j ^ 4 ^ 1
D a d o  (X,j4), u n  e s p a c i o  m e d i b l e  c o n  u n  e s p a c i o  m é t r i c o  s e ­
p a r a b l e  y c o m p l e t o  c o n  u n a  R ^ â l g e b r a  de  B o r e l ,  si la f a m i l i a  de 
m e d i d a s  | y ( V / u )  u e U  V ^ Â   ^ s a t i s f a c e :
y i ( V / u )  es 0  - m e d i b l e  p a r a  V« y 0 ^  ^ - m e d i b l e  p a r a  V « ,
se a s e g u r a  e n t o n c e s  la e x i s t e n c i a  de  u n a  f a m i l i a  de d i s t r i b u c i o n e s
ip (dx / X ..X u . .u ), n - 0 ,1 , . . > q u e  s at i s fac en las c o n d i -
« n n 0 n-1 0 n-1 *
ci o n e s  1 y 7. r e s e n a d a s  a n t e r i o rm e n t e .
C O N T R O L
A n â l o g a m e n t e  al d é s a r r o i l o  a n t e r i o r ,  se p u e d e  d é f i n i r  el 
c o n t r o l  en el p r o b l e m a  p l a n t e a d o  i n i e  i a I m e n t e  de d o s  f o r m a s  e q u i -
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v al en te s si a (U,<8) se le e x i g e  q u e  s e a  u n  e s p a c i o  m é t r i c o  s e p a ­
r a b l e  y c o m p l e t o  c o n  u n a  C - â l g e b r a  d e  B o r e l :
- U n a  f a m i l i a  ^ q ^ ( . / . ) , n = 0 , l , . . j  d o n d e :
1 .- q ( . / . ) e s  u n a  m e d i d a  de p r o b a b i 1 i d a d  s o b r e  A3 r e s ­
p e c t o  al p r i m e r  a r g u m e n t o .
2 . -  P a r a  c u a l q u i e r  B f 0 ,  q (B/.) e s w 4  ^  . m e d i b l e ,  es
d e c i r ,  q ( B / x  ..x u ..u )
n 0 n 0 n-1
N N N
- U n a  m e d i d a  x>( ./x ) s o b r e  (U , A  ) p a r a  c u a l q u i e r  x « X  de
f o r m a  q u e  n ( W / x )  es m e d i b l e  si W « (3^ y ..^^m e d i b l e  si
W g (3^
P R 0 C E S 0 _ C 0 N T R 0 L A D 0 _ 0 _ S E C U E N C I A _ C 0 N T R 0 L A D A
D a d o s  un o b j e t o  c o n t r o l a d o  yU{ ./u ) y u n  c o n t r o l  ju (. /x) , 
se d e f i n e  u n a  d i s t r i b u c i ô n  s o b r e  ( X ^ U ^  A  6 ^ )  c u y a s  d i s t r i b u e  i o n e s  
f i n i t o  d i m e n s  i o n a  1 e s so n ,  p a r a  c u a l q u i e r  n e N  y  A^ . . A^c,a^; B^  . . B ^ c  ô
% %
jq (du / x ^ . . x  u ..u )
/ n n 0 n O  n-1
B 
n
Se c o n s t r u y e  a s i u n a  v a r i a b l e  a l e a t o r i a  (t,2) s o b r e  X U 
c u y a  d i s t r i b u c i ô n  v i e n e  u n i v o c a m e n t e  d e t e r m i n a d a  p o r  y u ( . / u )  y 
M ( ./ x ) . A e s t a  v a r i a b l e  se le d e n o m i n a  s e c u e n c i a  c o n t r o l a d a  o , 
e n  g e n e r a l ,  p r o c e s o  c o n t r o l  a d o , y  p r o c e s o  b â s i c o  y de c o n t r o l  a f  y
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E S O B l E M A  D E  OrTIMI^Z A C I O N
D a d o  un  f u n c i o n a l  de c o s t e  m e d i b l e  F : ( X  U ,À Si ) ( R , f  )
se d*fjne p a r a  c a d a  c o n t r o l  M , y a  q u e  s e c o n s i d é r a  f i j o ,
S (a/) E'*’F ( ? , 2 ) , d o n d e  (f, ? )  es el p r o c e s o  c o n t r o l  a d o  a p a r t i r  dey W
y ^  •
Se t r a t a  d e  d e t e r m i n a r  u n  c o n t r o l  Jt{ . / . ) q u e  m i n i m i c e  el 
cost' e s p e r a d o  S{//). Es d e c i r ,  e n t r e  u n  c o n j u n t o  ^  d e  c o n t r ô l e s  
a d m i ; i b 1 es, se b u s c a  el c o n t r o l  o p t i m o  q u e  d e b e  v e r i f i c a r :
SiJU ) = I n f  S(^ )
El p r o b l e m a ,  e n  r e s u m e n ,  se pl.antea del s i g u i e n t e  m o d o ;
P a r a  un o b j e t o  c o n t r o l a d o  yi( ./. ) , u n  c o s t e  de c o n t r o l  F ( . , . )  y
u n a  l a s e  de  c o n t r ô l e s  a d m i s i b l e s  %  , d e t e r m i n a r  el c o n t r o l  o p ­
t i m o  y si e s t e  no  e x i s t e ,  ej c o n t r o l  C - o p t i m o  p a r a  c u a l q u i e r  £ > 0 .
A c o n t i n u a c i o n  se e s t u d i a  b a j o  q u e  h i p o t e s i s  se a s e g u r a  la 
e x i s  e n c i a  de un  c o n t r o l  o p t i m o  en  la c l a s e  de t o d o s  I n s  c o n t r ô l e s .
T E 0 R E M A _ I ^ 4 ^ 2
S ea D un c o n j u n t o  c o m p a c t o ,  s e a  X un e s p a c i o  m e t r i c o  s é p a ­
ra b 1 c o m p l e t o  y s e a  u n  o b j e t o  c o n t r o l a d o  yi( ./u) c o n  la s i g u i e n t e  
c o n d  cio n :
(A) P a r a  t o d o  g € C  , la f u e l  o n  f g ( x ) p  ( d x / x  ..x u .,u )
X  ^ n 0 n— 1 0 fi-i
X
es c o n t i n u a  en (x ..x u .. u )
0 n - 1 0  n-l
E n t o n c c s ,  si el c o s t e  de c o n t r o l  F ( . , . )  es u n a  f u n c i o n  a-
1 4
c o t a d a  p o r  a b a j o  y sent i c o n  t i n« a p o r  a b a j o ,  e x i s t e  un c o n t r o l  o p ­
t i m o  e n  la c l a s e  de t o d o s  1 os c o n t r ô l e s .
A c o n t i n u a c i o n  se e n u n c i a  o t r o  t e o r e m a  q u e  p e r m  i te l l e g a r
de  f o r m a  c o n s t r u c t ! va al c o n t r o l  o p t i m o  6  f - o p  t i m o .
T E 0 R E H A _ I ^ 4 ^ 3
D a d o  u n  o b j e t o  c o n t r o l  a d o  e n  l as c o n d i c i o n e s  del t e o r e m a  
a n t e r i o r  y un  c o s t e  F ( x , u )  a c o t a d o  y s e m i c o n t i n u o  p o r  a b a j o ,  se 
v e r i f i c  a :
I.- F.xisten u n a s  f u n e  i o n e  s C> ( x . . x ut ..u ) p a r a  c u a l q u i e r
Ml 0 n 0  n
' n € N ,  q u e  sati s f a c e n  las s i g u i e n t e s  p r o p i e d a d e s :
a . -  P a r a  t o d o  n « N ,  s o n  a c o t a d a s  y s e m i c o n 1 1 nu as p o r  
a b a j  o .
b .- P a r a  t o d o  n € N ,  se v e r i f i c a  la re lac ion:
•) •J"*' ' '
X n + i
. p ( dx /x . . X u . u ) 
n + 1 n+I 0 n 0  n
N N
c .- P a r a  t o d o  x c X  y u«U se v e r i f i c a
lira ^  ( x ^ . . x  u ..u ) > F ( x , u )
n - »  n 0  n 0 n
t l . -  S e a n  las f u n c i o n e s  de  R o r e l  :X U U q u e  s o n
^ \B m e d i b l e s  v e r i f i c a n d o :  
n n - l
®  ( x „ . . x  U . . U  ,f  (x _ . .X u . . u  ) ) - 1 n f  ^  ( x „ . . x  u ..u )
' n  0 n o  n - l  n 0 n o  n - l  u f n  0 n O  n
y  s c a n  l a s  f u n c i o n e s  'P (.)' d é f i n i  d a s  s e g u n :
1 5
E n f o n c e s ,  e) c o n t r o l  no  a l e a t o r i x a d o X >  d e f i n i d o  p o r
ju^- k = 0 , l , . . |  es o p t i m o  y  la c a n t i d a d
R - ( ( I n f  ( X u ))p (dx )es el c o s t e  m i n i m o  e s p e r a d o .
» o '^ O 0 0  0 0
X 0
C A D E N A D E M A R K O V C O N T R O L A D A
U n  o b j e t o  de c o n t r o l  es m a r k o v i a n o  c u a n d o  las p r o b a b i l i d a -
d e s  c o n d  i c i o n a l e s  ^ p ^ ( . / . )  n = 0 , l , . . .   ^ s o n  de  la f o r m a
p ( A / x „ . . x  o ..u ) = p ( A / x  u ) p a r a  t o d o  A g , es d e c i r ,
' n 0 n - 1 0  n -1 'n  n- l  n - l  '
c u a n d o  la d i s t r i b u c i  on  de p r o b a b i 1 i d a d  de x , q u e  r e p r é s e n t a  el
v a l o r  d e l  p r o c e s o  b â s i c o ,  n o  d e p e n d e  m a s  q u e  d e l  u l t i m o  c o n t r o l
tornado u y de l  v a l o r  x q u e  t o m ô  el p r o c e s o  b â s i c o  e n  la e-
n - 1 ■ n - l  ^
t a p a  a n t e r i o r .
El p r o b l e m a  de c o n t r o l  se s i m p l i f i c a  b a s t a n t e  si el c o s t e  
de c o n t i ’ol E ( x , u )  es de  t i p o  é v o l u t i v e :
oo k - 1
E ( x , u ) -  ( T T  R . ( . " . ) ) I^r ^  ^   ^ s u p o n i e n d o  TT = 1
k o J . o  J j = 0
y d o n d e  las lu ne i o n e s  f ( . , . )  y g ( . , . )  s o n  kX (8 - m e d i b l  es y
En  e s t a s  c o n d i c i  o n e s , se a s e g u r a  la e x i s t e n c i a  de u n  c o n t r o l
1 6
o p t i m o  no a l e a t o r i z a d o  d e f i n i d o  p o r  ^ ( x  ^ .
O b s é r v e s e  q u e  la v e n t a j  a d e  la c a d e n a  de M a r k o v  c o n t r o l a d a  
c o n  c o s t e  de  t i p o  é v o l u t i v e  e s t r i b a  e n  el h e c h o  de q u e  el c o n t r o l  
o p t i m o  d e p e n d e  en c a d a  e t a p a  de l  e s t a d o  de l  s i s t e m a ,  m e d i d o  p o r  el 
p r o c e s o  b â s i c o ,  e n  e s a  e t a p a  y no en l a s  a n t e r i o r e s .  E s to r e p r é ­
s e n t a  u n a  p r o p i e d a d  d e s e a b l e  en  u n  p r o b l e m a  de c o n t r o l ,  y a q u e  
la i n f o r m a c i ô n  a l m a c e n a d a  n e c e s a r i a  p a r a  c o n t r o l ar u n  s i s t e m a  no 
alimenta c o n  las e t a p a s  y se r e d u c e  s i m p l e m e n t e  a la o b s e r v a c i o n  
d e l  p r o c e s o  b â s i c o  e n  la lîltima e t a p a .
J i
Q A P I T U L O  II
1 8
C A P I T U L O _ I I
C O M P L E T I T U D  E S E N C I A L  PE L O S  C O N T R O L E S  B A S A D O S
1. -  S U M A R I O
E n  e s t e  c a p i t u l o  se d e f i n e  p a r a  u n  p r o c e s o  e s t o c â s t i c o  
c o n t r o l  a d o  u n  p r o c e s o  s u f i c i e n t e  p a r a  el c o n t r o l .
t a  i d e a  f u n d a m e n t a l  de e s t a  d e f i n i c i o n  es c o n s i d e r a r  p a r a  
c a d a  e t a p a  u n  e s t a d i s t i c o  s u f i c i e n t e  q u e  a c u m u l a  t o d a  la i n f o r m a ­
c i ô n  s o b r e  el c o n t r o l  e 1 e g i d o  JU q u e  p u e d e  p r o p o r c i o n a r  el c o n o -  
c i m i e n t o  de  l o s  v a l o r e s  tornados p o r  el p r o c e s o  b â s i c o  y el p r o c e s o  
de c o n t r o l  h a s t a  e s a  e t a p a .  O b s e r v e  se q u e ,  f i j a d o  u n  o b j e t o  de 
c o n t r o l ,  p a r a  c a d a  c o n t r o l  jj se t i e n e  d e t e r m i  n a d a  u n a  p r o b a b  i 1 i - 
d a d  Pjy p a r a  el p r o c e s o  c o n t r o l  a d o .
E n  la s e c c i o n  2 se c o n s i d é r a  el p r o c e s o  c o n t r o l a d o  en i n ­
f o r m a c i ô n  c o m p l é t a  p i a n t e a d o  en el c a p i t u l e  t. Se d e f i n e  el 
p r o c e s o  s u f i c i e n t e  p a r a  el c o n t r o l  y se d e m u e s t r a  el t e o r e m a  de 
c o m p l e t i t u d  e s e n c i a l  de lo s  c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en d i c h o  p r o c e s o . 
t a  d e m o s  t r a c  i ô n  de l  t e o r e m a  se r e a l i z a  p r i m e r o  p a r a  e 1 p r o b l e m s  de 
c o n t r o l  c o n  u n  n u m é r o  f i n i t o  de  e t a p a s  y, p o s t e r i o r m e n t e ,  se g é n é ­
r a l i s a  el r e s u l t a d o .
E n  la s e c c i ô n  3 se p l a n  t e a  el p r o b l e m a  de c o n t r o l  en i n f o r -  
raaciôn i n c o m p l e t a ,  e n  q u e  no se c o n o c e n  e x a c t a m e n t e  los v a l o r e s  q u e
19
toina el p r o c e s o  b â s i c o ,  s i no  q u e  se c o n o c e n  los v a l o r e s  de un 
p r o c e s o  e s t o c a s t i c o  c u y a  d i s t r i b u c i o n  de p r o b a b i l i d a d  d e p e n d e  de 
a q u é l . A e s t e  p r o c e s o  se le d e n o m i n a  p r o c e s o  de  o b s e r v a c i o n .
Se p I a n t e a el n u e v o  p r o b l e m a  y se d e f i n e  el p r o c e s o  s u f i c i e n t e  
p a r a  el c o n t r o l , q u e  no c o i n c i d e  c o n  el d el c as o de i n f o r m a c i ô n  
c o m p l é t a .  P o s t e r i o r m e n t e  se d e m u e s t r a  un t e o r e m a  de c o m p l e t i t u d  
a n â 1 o g o al a n t ci i o r .
2 . -  P R O C E S O  E S T O C A S T I C O  C O N T R O L A D O  EN  I N F O R M A C I O N  C O M P L E T A
Se c o n s i d é r a  el p r o b l e m a  p i a n t e a d o  en la s e c c i ô n  4 de  1 
c a p i t u 1 o I .
P R O C E S O _ S U F £ C I E N T E _ P A R A _ E L _ C O N T R O L
Se d i c e  q u e  e 1 p r o c e s o  c o n t r o l  a d o  a d m i t e  un  p r o c e s o  s u f i ­
c i e n t e  t p a r a  el c o n t r o l ,  si e x i s t e  u n  e s p a c i o  m e d i b l e  (T ,P) y u n a
N N N N N N
a p l i c a c i ô n  m e d i b l e  t : ( X  U ,À (i ) (T ,P ) ta 1 q u e  p a r a  c u a l ­
q u i e r  c o m p o n e n  te de  t, t : ( X U (T ,P) v e r i f i c a :
t ~ ’ ( r ) c ^  (g
a , -  t es ^  (n m e d i b l e ,  es deci'r, t =t (x ..x u ..u
n n n - l  n n O n O n - 1
n n-l
^ es s u f i c i e n t e  p a r a  jj € \ s o b r e  £3^  ^, o ,
e q u  i va 1 e n t e m e n t e  , la ^ - a l g e b r a  t ^  ^ ( T  ) es u n a  sub-<T-â 1 g e b  r a 
s u f i c i e n t e  de <3^  ^ \jjm 97
O b ^ e  r V ac i_ôn
A c o n t i n u a c i o n  se d e m u e s t r a  q u e  t es s u f i c i e n t e  p a r a
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s o b r e  A  0  si t es u n  p r o c e s o  s u f i c i e n t e  p a r a  e] c o n t r o l . Se 
e x i g i r â  q u e  la  f am i  l i a  de  p r o b a b i  1 i d a d e s  s e a  a b s o l u -
t am e n t e  c o n t i n u a  r e s p e c t e  a u n a  m e d i d a  IT-finita.
T E 0 R E M A _ I I ^ 2 _ ^ 1
D a d o  u n  p r o c e s o  c o n t r o l  a d o  y u n a  f a m i l i a  ^ P^ d i s -
t r i b u c i o n e s  a b s o l u t a m e n t e  c o n t i n u a s  r e s p e c t o  a u n a  m e d i d a  f i n i t a , 
e n t o n c e s ,  si t e s  u n  p r o c e s o  s u f i c i e n t e  p a r a  el c o n t r o l ,  t es  un  
e s t a d i s t i c o  s u f i c i e n t e  p a r a   ^P^ f s o b r e > Ï 0 *^ .
D e m o s  t r a c i o n
S e a  la IP-âlgebra e n g e n d r a d a  e n  p o r  lo s  c i l i n d r o s  c o n
b a s e s  ( 0 , 1 ,. .,n) y  s e a  t { )  la < T - â l g e b r a  i n v e r s a ;  t  ^( P ) es, 
p o r  t a n t o ,  la m i n i m a  IT-âl g e b r a  q u e  c o n t i e n e  a t ^  ^ ( P ) , t ^  ( P ) . . . t  (P
Al s e r  t ^ ( P ) C - Y ' 0  . p a r a  t o d o  n fN p o r  d e f i n i c i o n  de
n n n- l
p r o c e s o  s u f i c i e n t e ,  se o b t i e n e  t ) c 0
n n n - l
I. as ü - â l g e b r a s  t (P ) f o rm an u n a  s u c e s i  on m o n é t o n a
t ( P  ) C  t ^ { P  ) p a r a  t o d o  n «t N . 
n - l  n
Se d e f i n e  t  ^( P^ ) - (T j t ) , n - l , 2 , . . . f  c o m o  la <f- â I ge -
' n *
b r a e n g e n d r a d a  p o r  t o d a  la s u c e s i ô n  de I T - â l g e b r a s .
P o r  a p l i c a c i ô n  di r e c t a  de l  t e o r e m a  1 . 3 . 1 ,  y a  q u e  se s u p o n e  
q u e  la f a m i l i a  d e  p r o b a b i 1 i d a d e s  e s t a  d o m i n a d a  p o r  u n a  m e d i d a  
T - f i n i t a ,  al s e r  t^ ( P)  C  t ^ ) y s e r  la p r i m e r a  s u f i c i e n t e  se
2 ]
I c o n c l n y e ,  q u e  t ( ^  ) e s  u n a  s u b - T - a l g e b r a  de  ^ s u f i c i e n t *
; p a r a  j ^  t ( p a r a  t o d o  n é N .
P a r a  c u a l q u i e r  A e  £8^  ^ se d e f i n e  a p a r t i r  de su f u n c i o n
i i n d i c a t r i z  T la v a r i a b l e  a l e a t o r i a  ^  = E (1 / t ^ ( P )) p a r a  n ? k .
A n A n
I A I s e r  t  ^( /^ ) sub-iT-a 1 g e b  r a s u f i c i e n t e  de é S  , ^  es
! n n n “ 1 n
^ t  (/^) m e d i b l e  y no d e p e n d e  de  4 / g 9 2 .  P o r  o t r a  p a r t e ,  ^  es u n a  
m a r t i n  ga la r e s p e c t o  a la su c e s i on  d e  (T-algebras t  ^{ P  ) , q u e  e n g e n -  
d r a n  a t  ^i P ^ ) -
En a p l i c a c i ô n  de un c o n o c i d o  t e o r e m a  s o b r e  m a r t  i n g a i  a s , v e r  
G i h m a n  y S k o r o h o d  (19 7 4), al s e r  t ( P  ) u n a  s u c e s i ô n  m o n ô t o n a  de 
IT-a l g e b r a s  y s e r  Pjj u n a  p r o b a b  i 1 i d a d  , m e d i d a  f i n i t a ,  E"^( 1 ^  ) - P^  ( A )
es f i n i t a  p a r a  t o d o  JJ y  t o d o  A  ^; en c o n c l u s i o n ,  se v e r i f i -
ca  q u e  lira E / t  ^( P  )\ - E ^ I  / t ^ ( P ^ ) f c o n  p r o b .  1
n-»»® A n A '
lomo E j 1 t ( p  )| no d e p e n d e  de  jj p a r a  t o d o  n, el l i m i t e  
| t a m p o c o  y, p o r  t a n t o ,  E j I ^ / t ^ ( P  ) ^ n o  d e p e n d e  de JJ p a r a  t o d o  
f A é  ^ c o n  k € N .  Al e s t a r  ^  g e n e r a d a  p o r  las (T-a l g e b r a s
I y un e s p a c i o  m é t r i c o  s e p a r a b l e  y  c o m p l e t o ,  se c o n -
I  '
I c l u y e  qic t es s u f i c i e n t e  p a r a  ) P j j , J J ^ ^ \ -
I  ,
I \ c o n t i n u a c i o n  se déf i  n e n los c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en e s t os p r o
r c e s o s  s i f i c t e n t e s  p a r a  d e s p u e s  d e m o s t r a r  q u e  la c l a s e  de  e s t e s  c o n -  
' t r o l e s  's e s e n c i a l m e n t e  c o m p l é t a  p a r a  el p r o b l e m a  de c o n t r o l .
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D a d o  %  . c o n j u n t o  de c o n t r ô l e s  a d m i s i b l e s ,  u n a  c l a s e  de c o n t r ô l e s  
9 ?^ es e s e n c i a l m e n t e  c o m p l é t a  si p a r a  c u a l q u i e r  c o n t r o l  Jj t %  , 
e x i s t e  un  c o n t r o l  9?^ t a 1 q u e  fi S(x->), d o n d e  S(.) es el
c o s t e  e s p e r a d o  del c o n t r o l .
C L A S E  . D E _ C p N T R O L E S  B A S A D O S  EN UN  P R O C E S O  S U F I C I E N T E
D a d o  un  p r o c e s o  c o n t r o l a d o  q u e  a d m i t e  un  p r o c e s o  s u f i c i e n t e  
t, se d i c e  q u e  u n  c o n t r o l  e s t a  b a s a d o  en t si se d e f i n e  a p a r t i r  
de u n a  s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  q ^ ( . / . ) , n - 0 , I ,.. v e r i f i c a n d o :
1 .- q *( ./. ) es u n a  m e d i d a  de p r o b a b i l i d a d  s o b r e  0  r e s p e c ­
to al p r i m e r  a r g u m e n t e .
2 . -  P a r a  t o d o  B c  q B /.) es t ^(P) m e d i b l e ,  es d e c i r ,
n n
se p u e d e  r e p r e s e n t a r  c o m o  q ^ ( B / t  ).
n n
Se de no m  i n a r â  9? a la c l a s e  de c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en un 
p r o c e s o  s u f i c i e n t e ,
T E 0 R E M A _ I I ^ 2 ^ 2
D a d o s  X , U e s p a c i o s  m é t r i c o s  s e p a r a b l e s  y c o m p l è t e s  y el
f u n c i o n a l  de c o s t e  F ( x , u ) =  S { x  ..x u ..u ), es d e c i r ,  F e s . ^ ( 0
0  n 0 n n n
m e d i b l e  p a r a  u n  n f i j o ;  e n t o n c e s ,  si e x i s t e  un p r o c e s o  s u f i c i e n t e  
t p a r a  el c o n t r o l ,  la c l a s e  % *  de c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en t es u n a  
c l a s e  e s e n c i a l m e n t e  c o m p l é t a .
D e m o s  t r a c  i.ôn
D a d o  JJ un  c o n t r o l  a d m i s i b l e  d e f i n i d o  p o r  u na s u c e s i ô n  de
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d i s t r i  h u c l o n e s  | ( B / x  ^  . x u ^   ^) , k = 0 , 1 , . . , n \ , se c o n s t r u y e
el c o n t r o l  Jj *€. 9l a p a r t i r  d e  la s u c e s i ô n  de d i s t r i b u c i o n e s
q*"(B/t ) de fi n i d  as s e g û n  :
X u
Al s e r  t, s u f i c i e n t e  p a r a  Pj,( x . . x , u ..u, ), la d i s t r i b u -
k 0 k o  k - 1
c i ô n  P r ( d x  ...du, /t, ) no d e p e n d e  de  JJ .
0 k - 1  k
flay q u e  d e m o s t r a r  q u e  JJ * es ta n  b u e n o  c o m o  JJ , es  d e ­
c i r ,  q u e  ( ^  ( X . . x u . . u ) ) # E x . . x u . . u ) ) , en c o n e  re t o ,
O n O n  O n O n
se d c m o s  t r a r â  la i g u a l d a d  de a m b a s  e x p r e s i o n e s .
Al s e r  t^  s u f i c i e n t e ,  ( ' " k  ^ t a m b i é n  1 o es p a r a  t o d o  k = 0 , n
y E ( ^ ( x ^ .  .x u^. .u ) / t ^ u ^ )  no d e p e n d e  d e  J-^  , p o r  1 o q u e  se p u e d e
d e n o b a r  ^ ( t ,u ) a la e x p r è s  i o n  a n t e r i o r  y  t r a n s f o r m ar a s i el
c o s t e  e s p e r a d o :
E ( X . . X  u ..u ) 1 ^ E"^ ( E (ÿ) ( X . . X  u ..u )/t u ) ) =E t u ).
O n O n  O n O n n n  n n
ta d e m o s t r a c i ô n  s e r a  p o r  i n d u c c i ô n  r e s p e c t o  de n:
Ü Z 2
E^(f*)- E " ( E ^ ( ^ ( t ^ u ^ ) / t ^ ) . E (  ] ^ ( t ^ u ^ )  p;^(du^/t^)
d o n d e  la u l t i m a  i g u a l d a d  se d e b e  a q u e  la ( f i s t r i b u c i ô n  d e  t^ s o l o
d e p e n d e  de y no d e l  c o n t r o l  ^  .
S i g u i e n d o  el d é s a r r o i l o ,  se t i e n e :
U X u
q u e  es In q u e  s c p r é t e n d e  d e m o s t r a r  p a r a  n = 0
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n = n-_l
S u p u e s t o  q u e  E - E ^  ^  p a r a  ^  f u n c i o n   ^ ^  ^ m e d i b J
E t u ) = E (E (</J(t u )/t ) ) = E  ( W (  t u ) P r ( d u  /t )
' n n / n n n ' ' n n  n n
U
dt I dj
y P r ( d u  / t )= I P r ( d u  / x ^ . . x  u ,.u t ) P r ( d x  . . . d u  / t )-
n n ' n ^ n - 1  n 0  n 0  n-l n 0  n-l n
= j q (du /x . . X U  . . u ) P r ( d x  . . . d u  /t ) - q ^ ( du / 1. )
^n n - l  n n 0  n 0 n- l  0  n - l  n n n n
X U
Se c o n s i g u e  asi q u e  E“*^(d(t u )/t ) - pT (^( t u ) / t  )
n n n ' n n n
y a a m b a s  e x p r e s i o n e s  se la s  d e n o m i n a  p o r  ^( t ).
A d e m â s ,  E i ^ ( t  )) - E *'( E ( Y'( t )/t u )), y c o i n c i d e
n n n - l  n-l
la e x p r e s i o n  d e l  p a r e n t e s i s  p a r a  JJ y JJ* ,en e f e c t o :
T X  U
E n  e s t a  e x p r è s  i o n  n i n g û n  té rm i n o  d e p e n d e  d e  ^ , y a q u e  t ^  es 
^  ® n  Pr(dx^/x*^  ^u "   ^) d e p e n d e  d e  y x  p e r o  no de z/ y
la u l t i m a  p r o b a b i l i d a d  n o  d e p e n d e  de  JJ p o r  s e r  ( t^ ^ u ^  ^ ) s u f i ­
c i e n t e  p a r a  JJ s o b r e  0  .
n - l  n-3.
Se p u e d e  p o n e r  E (V ( t  )/t u 1 ^ Y ( k  , u ) y r e s u m i e n d o :
n n -l n - l  n - l  n-l
E ^ ^ (  t u ) ^ E ‘*'(V'(t ) ) -E^ (  y( t u )) y, p o r  la hi p û t e s  is de i n d u c -
n n n n-l n-l
c i ô n :  E^?(( t u , ) - E y ( t u )-E**^  (^ ( t u ) ) .
n- l  n-l " n-l n-l ' ^ n n
E n  c o n c l u s i o n ,  si es u n a  f u n c i é n  • A  (3 m e d i b l e  se v e r i f i c a
n n
q u e  E - E ^  ^  . El t e o r e m a  q u e d a  d e m o s t r a d o .
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I p a r a  d e m o s t r a r  el t e o r e m a  en el c a s o  g e n e r a l ,  en q u e  el
c o s t e  es u n a  f u n c i ô n  s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o  y a c o t a d a  p o r  a b a j o  
!- N N
 ^ s o b r e  X U , se p r é c i s a n  los l e m a s  y el c o r o l a r i o  d e l  a p a r t a d o  2
i del c ap r tu t o 1 .
f
S e a  un p r o b l e m a  de c o n t r o l  c o n  X y U e s p a c i o s  m é t r i c o s  s é ­
p a r a b l e s  y c o m p l e t e s  y U, a d e m â s ,  c o m p a c t o ,  s e a  la f u n c i o n  de  c o s -
N N
te F ( x , u )  s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o  y a c o t a d a  p o r  a b a j o  s o b r e  X U ; 
e n t o n c e s ,  si e x i s t e  un p r o c e s o  s u f i c i e n t e  t p a r a  el c o n t r o l ,  la 
c l a s e  de c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en t es u n a  c l a s e  e s e n c i a l m e n t e  
c o m p 1 e t a .
J rj e m o s t r a c i 6 n
I
I Se c o n s t r u y e  -U* de  f o r m a  a n â l o g a  al t e o r e m a  a n t e r i o r .
I p o r  el l e m a  1 . 2 . 1  se c o n s t r u y e  la s u c e s i ô n  F ^ ( x , u )  de
I f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  y a c o t a d a s  q u e  t i e n d e  a F ( x , u ) .ï
I Al S c r a c o t a d a s ,  p a r a  t o d o  n g N e x i s t e  B g  B / IF ( x , u ) / < B
I n I n ' n
I . N N
I p a r a  todo ( x , ti ) g X U .
I
I l’or el l e m a  1 . 2 . 2 ,  p a r a  c a d a  u n a  d e  e s t a s  f u n c i o n e s  F (.,.)
( "I e x i s t e  u n a  s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  V ^ . ( x ^ . . x  u . .u .) ta 1 q u e
Si n 0  n ' 0 n
* 1 imi f ( X . . X u . . u ) - i i m  F ^  ( x . . x x x x  . . . u , . u u u u  . . . )
n trm n ' 0  n ' 0 n ' n n ' 0 n '---- 0 n  ■
c o n  X V "  pc  T-1 c ne c i e n t e s a X y U r e s p e c t i v a m e  n t e .
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C 1 a r a m e n  t e , se v e r i f i c a  p a r a  t o d o  n ,n 'g  N
If", (x,u)J ^ B p a r a  t o d o  ( x , u ) f y 1 im f" (x, u )  - F (x,ii)
I n I n n u »  n n
t a m b i é n  p a r a  t o d o  ( x , u ) .
P o r  el t e o r e m a  d e  la c o n v e r g e n c i a  d o m i n a d a :
F/"F = 1 im E ^ F ^  p a r a  t o d o  n «  N 
n n W n» n '
A p l i c a n d o  el t e o r e m a  d e m o s t r a d o  a n t e r i o r m e n t e , se v e r i f i c a
q u e  p a r a  t o d o  n ' «  N E ^ F  - E"*^  f " , y, en  el l i m i t e ,  E""f r=F,'"*F n «  N
n ' n ’ n n
P o r  el t e o r e m a  d e  la c o n v e r g e n c i a  m o n o t o n a :
E'*^ F = 1 i nF^E^F = li m  E'^^F = E'*^^F 
n n n n
C o m o  se q u e  ri a d e m o s t r a r .
3 . -  P R O C E S O  E S T O C A S T I C O  C O N T R O L A D O  E N  I N F O R M A C I O N  I N C O M P L E T A
s e an d o s  e s p a c i o s  m e d i b l e s  (X Y, y (U,(3) q u e  r e p r e s e n -
t a n  el p r i m e r o  el e s p a c i o  f a se d e l  p r o c e s o  b â s i c o  y el s e g u n d o  el 
e s p a c i o  f a s e  d e  c o n t r o l ,  X e Y s o n ,  r e s p e c t i v a m e n t e , la c o m p o n e n t e  
no o b s e r v a b l e  o e s t a d o  d e l  s i s t e m a  y  la o b s e r v a c i o n .
Se c o n s i d e r a n  lo s  e s p a c i o s  p r o d u c t o  ( X^-Y^ , ) y ( U ^  )
X .y
y s e an Â  0  las T - a l g e b r a s  d e  c i l i n d r o s  en X ^ , Y  y IJ*^  c o n
X f n y ^ n n
b a s e s  s o b r e  (0 , 1 , . . , n) r e s p e c t i v a m e n t e .
P a r a  d é f i n i r  e 1 p r o c e s o  c o n t r o l a d o  es p r e c i s o  d a r  un p r o c e s o  
e s t o c â s t i c o  c o n  v a l o r e s  en X * Y  c o n d i  c i o n a d o  a h a b e r tornado u n a  
s u c e s i ô n  de  c o n t r ô l e s  en  c a d a  i n s t a n t e  de  t i e m p o ;  es d e c i r ,  el o b -
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j e t o  c o n t r o l a d o .  T a m b i é n  s é r i a  n e c e s a r i o  d é f i n i r  u n a  r e g i a  de  
[control par’a s e l e c c i o n a r  d i c h o s  c o n t r ô l e s ,  el c o n t r o l .
i Si X , v , p  s o n  e s p a c i o s  m é t r i c o s  s e p a  r a b i e s  y c o m p  I e t os y ,
A  0  s n n  T - a l g e b r a s  de R o r e l ,  se p u e d e n  d é f i n i r ,  t a n t o  el o b j e t o
, y
o n t r o l a d o  c o m o  el c o n t r o l ,  de  d o s  F o r m a s  é q u i v a l e n t e s :
El o b j e t o  c o n t r o l a d o
- P o r  las d i s t r i b u c i o n e s  p a r a  c a d a  n 6  N :
N N N N
- P o r  u n a  f am i l i a  de m e d i d a s  ju( -/u) s o b r e  (X Y ,<A A  ) p a r a
/ X y
t o d o  u rf , e s t a  f a m i l i a  v e r i f i c a  q u e  yu( V / u ) es (T m e d i b 1 e
I p a r a  y <0 m e d i b l e  p a r a  V e.A A
I X y n - 1. X , n y , n
I
I El c o n t r o l
I
I - P o r  las d i s t r i b u c i  o n e s  p a r a  c a d a  n « N  q (du /y ..y u ..u )
f n n 0 n 0 n-l
I - P o r  u n a  f a m i l i a  de  m e d i d a s  M>{./y) s o b r e  (U .(cT ) p a r a  y g  Y
t a I q u e  es JJ{VI/y) ^/t^medible si We (ST y  A m e d i b l e  si W « ©  .
yj, y y , o "
I A e s t a  f a m i l i a  de  m e d i d a s  se le d e n o m i n a  % .
I
Al s e r  un p r o b l e m a  de i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a  no se c o n o c e
y  e 1 e s p a c i o  f a s e  del p r o c e s o  b â s i c o  n a d a  m â s  q u e  la c o m p o n e n t e  y,
o b s e r v a c i o n  de! s i s t e m a .  P o r  e s t a  r a z ô n ,  l os c o n t r ô l e s  en  c a d a
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e t a p a  d e p e n d e n  de  las o b s e r v a c i o n e s  o b t e n i d a s  h a s t a  e s e m o m e n L o  y
no d e p e n d e n  de  la c o m p o n e n t e  x, e s t a d o  del s i s t e m a .
F i j a d o  un  o b j e t o  de  c o n t r o l  yW( . / u ) y un c o n t r o l
N N N N N N
se d e f i n e  u n a  di s t r i b u c i o n  de  p r o b a b i l i d a d  s o b r e  (X Y U 0  ) a
p a r t i r  de las d i s t r i b u c i o n e s  f i n i t o - d i m e n s i o n a l e s ;
' i 1 " " n - l '
A A B A
x , 0  y , 0  0  X , n
j " n ' ' ' ' n / ' o " ' ' n ' ' o " y n _ l ' ' o  " n - P  |  ' - ' ' n " »  ' " n -  '
A B
y , n n
Se o b t i e n e  asi u n a  v a r i a b l e  a l e a t o r i a  ( ?  ) c o n  v a l o r e s
en  X^ Y ^ U ^  c u y a  d i s t r i b u c i o n  q u e d a  d é f i  n i d a  p o r  y«( ./u ) y 2/( . /y ) . A
e s t a  v a r i a b l e  se la d e n o m i n a  p r o c e s o  c o n t r o l  a d o  en  i n f o r m a c i ô n  i n- 
corapleta, el p r o c e s o  b â s i c o  es ( T* f^ 1 y el p r o c e s o  de c o n t r o l  %  .
Se d i s p o n e ,  a d e m â s ,  de u n  f u n c i o n a l  de c o s t e  F : X ^ U ^  --r R
m e d i b l e  r e s p e c t o
El p r o b l e m a  q u e  se p l a n t e a  es el m i s m o  q u e  en  i n f o r m a c i ô n  
c o m p l é t a :  D e t e r m i n a r  el c o n t r o l  J U(./y) d e n t r o  de un c o n j u n t o
de c o n t r ô l e s  a d m i s i b l e s  d e  m a n e r a  q u e  p a r a  un  o b j e t o  c o n t r o l  a d o , 
q u e  se s u p o n e  f i j o  . / u ) , la v a r i a b l e  consl r i i i d a  p o r  el
m é t o d o  a n t e r i o r  m i n i m i  ce S(x^) = E^Flt^,?.).
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1 P a r a  c u a l q u i e r  c o n t r o l  xi € 9? se o b t i e n e  u n a  f a m i l i a  d e  d i s ­
tri bu ci o n e s  de p r o b a b  i 1 i d ad « s o b r e  {X Y U À  ^  ) .
f ' ^/i X y
I
P R O C E S O  S U F I C I E N T E  P A R A  EL  C O N T R O L
i
S e  d i c e  q u e  el p r o c e s o  c o n t r o l a d o  en  i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a
^ d m i t e  un  p r o c e s o  s u f i c i e n t e  t si e x i s t e  un  e s p a c i o  m e d i b l e  (T,P)
u n a  a p l i c a c i ô n  m e d i b l e  t : ( Y  U ,A ^  ( T , ) ta 1 q u e  c a d a
. o m p o n e n t c  d e  t (t ) v e r i f i q u e :
1.- t ; ( Y ^ U  , ) -■* ( T , P )  es A  ®  m e d i b l e ,  es  d e c i r ,
n y y . n  n-l
2 .- t^ es un  e s t a d i s t i c o  s u f i c i e n t e  p a r a  la f a m i l i a
s o b r e  A  (8 , es d e c i r ,  t  ^( P  ) es u n a  sub-(T-a l g e b r a  su -
y ,n n-l n
fi ci e n t e  de n ^ n - 1  {^0 ^ , 9 7
T E O R E M A
I
D a d o  el p r o c e s o  c o n t r o l a d o  d e f i n i d o  a n t e r i o r m e n t e  y u n a  fa -  
i l i a  de  d i s t r i h u c i o n e s de  p r o b a b i l i d a d  ^Pjj 9  ^a b s o l u t a m e n t e
o n t i n u a  r e s p e c t o  a u n a  m e d i d a  T - f i n i  ta, si t es u n  p r o c e s o  s u f i ­
c i e n t e  p a r a  el c o n t r o l ,  t es s u f i c i e n t e  pa r a  {p^ | s o b r e  X  ■
I La d e m o s t r a c i ô n  es a n a l o g a  a la c o r r e s p o n d i e n t e  al c a s o  de
f
i-i n f oi'im ae. ion c o m p l é t a  ( t e o r e m a  1 1 .2 . 1 ).
O b s e r v a c i o n
' A c o n t i n u a c i o n  se d e m u e s t r a  la c o m p l e t i t u d  e s e n c i a l  d e  los
o n t r (O 1 e s b a s a d o s  en  un p r o c e s o  s u f i c i e n t e .
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C L A S E  D E  C O N T R O L E S  B A S A D O S  EN  UN  P R O C E S O  s u f i c i e n t e
D a d o  un  p r o c e s o  c o n t r o l a d o  e n  i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a  q u e  a d ­
m i t e  u n  p r o c e s o  s u f i c i e n t e  t , se d i c e  q u e  u n  c o n t r o l  e s t a  b a s a d o
en t si se d e f i n e  a p a r t i r  d e  u n a  s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  >q'^{ - / . )/
' n I n * N
v e r i  f i c a n d o :
1 .- q * ( . / . )  es u n a  m e d i d a  p r o b a b i 1 î s t i c a  s o b r e  (8 r e s p e c t o  
el p r i m e r  a r g u m e n t e .
2 . -  P a r a  t o d o  B « (0 q * (B /.) es t ^ ^ ( P ) - m e d i b l e ,  es d e c i r ,  
se p u e d e  d e n o t a r  q * ( B / t )
T E 0 R E M A _ I 1 ^ 3 ^ 2
D a d o s  X , Y , U  e s p a c i o s  m é t r i c o s  s e p a r a b l e s  y c o m p l e t e s  y el 
f u n c i o n a l  d e  c o s t e  F ( x , u ) - Ç ^ ( x ^ . . x ^ u ^ . . u ^ ) ,  si e x i s t e  un  p r o c e s o  
s u f i c i e n t e  t p a r a  el c o n t r o l ,  la c l a s e  de c o n t r ô l e s  b a s a d o s  e n  t 
es  u n a  c l a s e  e s e n c i a l m e n t e  c o m p l é t a .
D a d o  JJ, u n  c o n t r o l  a d m i s i b l e  ( .zve 9^ ) d e f i n i d o  p o r  la s u c e ­
s i ô n  de d i s t r i b u c i o n e s  de  p r o b a b i l i d a d  ^ q ^ (R / y ^ . .y ^ u ^ . .u ^ ) , k « N ^  
se c o n s t r u y e  el c o n t r o l  ^ ( C l a s e  d e  c o n t r ô l e s  b a s a d o s  e n  t)
a p a r t i r  de la s u c e s i ô n  de d i s t r i b u c i o n e s  d e  p r o b a b i l i d a d  jqj^( / 
s o b r e  0  d e f i n i d a s  s e g û n :
Y U
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A I s c r  t, s u f i c i e n t e  p a r a  V ^  s o b r e  .X , 0  , la d i s t r i b u -
k y ,k k - 1
c i o n  P r f dy . d u^  ^/ t ^  ) no d e p e n d e  de 4/.
A n t e s  de d e m o s t r a r  q ue ^  = E"^ ^  se c o n s t r u y e  ;
<f5(t ,u ) E ^  ( X . . X  u ..u )/t u ) , q u e  no d e p e n d e  d e  JJ €  ^  , 
n n / Q  n O  n n n  ^
n e f e c t. o ,
E ^ f ^ f  X ...u )/t u ) = [  é ( x  ...u ) P r ( d x  . . . d u  /t u ) =
I 0 n n n ^ n n - 1 ' 0  n 0 n - l  n n
X u
' In n-l
X II Y
D o n d e  P r  ( dy^ . . d y ^  du^ . . d u ^ , ^  /  t,  ^ u, ,  ) n o  d e p e n d e  d e  Jj , y
Pr ^ ( d x  . . d x  / y " u " t  ) = P r ( d x  / x ” y " u " t  ) . . . . P r ( d x  / y " u " t  ) ,  y  c a d a  
D u n  n n O n
n a  d e  e s t a s  d i s t r i b u c i o n e s  n o  d e p e n d e  d e  , y a  q u e  p a r a  t o d o  k = 0 , n
k k —I n  k — I k —i n
k-I h n Pr(y„..y,^/X y  .. t^)Pr(x,^/x y  u t ^ )
r(dx,^/x y t „ i .   -------- - - k - k : I - n - — - : — - k : T - k : r ; —n / , k k - 1  n k - l k - l n
jPr ( y ^  . .Vj^/x y u ) P r  ( d x ^ / x  y u t^^)
k — I k — I n  1 k — I k — I k — 1
PI f X ^ / X y u t ^  ) “ Pjj k y " )
k k — I n  f f 2 n n — i n — 1 1  n - l  n - l  n-l
P r ( y n - - . y ^ / x  y u " j - ^ n  " ^^n n ^ " )
X X
2 , k k -1 k -1
•Pl,(.Y^/x ,y u )
y a m b a s  d i s t r i b u c i o n e s  no d e p e n d e n  de 42
P o r  c o n  s i g u i e n t e ,  E (0^(x . . x u . . u )/t u ) = d ( ( t  u ), q u e
' 0  n o  n n n  ' n n
d e p e n d e  de 4'.
A c o n t i n u a c i o n  se d e m u e s t r a  p o r  i n d u c c i ô n  r e s p e c t o  d e  n q u e
. . X  u . . u ))- \'P (Six . . X  u ..u )):
^ 0 n o  n ' O n O n
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n = 0
( ^  es ^ ( ^ m e d i b l e )
-£ 1 e “^ (j^( t ^ u ^ ) / t ^ )  ) = E^( j^( t ^ u ^ ) P r ( d u ^ / t ^ )  ) -
I)
- j ( |yl( tj^UQ ) P r  { d u ^ / t o  ) ) Pr  ( d to ) , y p a r a  t o d o  G c P  
T U
P r ( G ) = j p r ( G / y ^ ) P r ( d y ^ )  = j j p r (G / y ^ (d y (d x ^ )= P r ( G )
Y Y X
Es d e c i r ,  no  d e p e n d e  de 4^ y = E ( j J|(( t ^ ) P r  ( du t ^  ) ) y
P r ( d u ^ / t ^ )  ^ J q ^ (d u ^ / y ^ )P r (d y ^ / t ^ ) - P r (d u ^ / t ^ ) y, en c o n s e c u e n c i a  ,
Y
F.'^^ - E ( f ^ ( t  u )Pr^  (du / 1 )) - E ^  ( c i e r h o  p a r a  n-0 )
/ ' O 0 0  0  '
U
n = n-j^
Se s u p o n e  la h i p o t e s i s  c i e r t a  p a r a  n - l ,  es d e c i r ,  E ^  ^
p a r a  c u a l q u i e r  f u n c i ô n  -jX. 0  m e d i b l e .
X , n - l  n- l
n = n
E"*^^( t u )= t u l/t )) = E'^(Jj/(t u 1 Pr  ( d u  / 1 ))
n n  / n n n ' ^ n n  n n
U
r ^ ( d u „ / t _ ^ ) = / „ / n  ^ P r ( d U n / y o .  . y , I P r  ( d y ^  . . d,,^ .
Y U
Y U
Se t i e n e ,  p u e s ,  E ‘*^(rf(t u )/t )- E “^ ^(rf(t u )/t )- ),
n n n ' ^ n n n  n
d o n d e  ( t^ ) es  la m i s m a  p a r a  J* y  JJ* .
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1 ) - E E t )/t u )), a c o n t i n u a c i o n  se d e m u e s -
n n n - l  n -]
ra q u e  e s t a  u l t i m a  e x p r e s i ô n  no d e p e n d e  de  JJ .
E ‘*'('f'(t )/t. u ) ^ fV( t ) P r ( d t  /t u ) =
n n - 1 n-l ' n n n- l  n-l
T
T Y U
AI s e r  ( A  (3 m e d  i b 1 e , P r  ( d t /y . . u ) no d e p e n d e  de JJ
n y , n n - l  n O  n-l
P r ( d y  . , -dll / 1 u ) se d e s c o m p o n e  s e g û n :
0  n - 2  n- l  n- l  ^
or  u n  d e s a r r o l l o  de l  p r i m e r  té rm i no  a n a l o g o  a 1 r e a l i z a d o  e n  el
c o r  cm a 1 1 . 3 . 2  se c o n e  1 uy e q u e  no d e p e n d e  d e  2J , si no s o l o  de ;
1 s c g u n d o  t e r m  i n o no d e p e n d e  de JJ p o r  la s u f i c i e n c i a  de  (t  ^u
a ra P., s o b  re A  0
y ,n - 1  n - 2
Asi p u e s ,  E^( f  ( t )/t u ) - y  ( t u ) y no d e p e n d e  de  -4/
n n-l n-l n-l n-l
En r e s u m e n ,  F.'^(S(t u )) - E (*P( t u I ) , y  p o r
' n n  n n-l n-l
a h i p o t e s i s  de i n d u c c i ô n ,  Fpi ï( t u )) = E“^  ( t u ) )y se
n-l n-l n- l  n-l
o n c l u y e  q u e  ^  - E ^  ^  , q u e  es lo q u e  se q u e r i a d e m o s t r a r .
O b s e r v a c i o n
P a r a  el c a s o  g e n e r a l ,  el t e o r e m a  de c o m p l e t i t u d  de  c o n t r ô l e s  
as a d o s PII un p r o c e s o  s u f i c i e n t e  p a r a  el c o n t r o l ,  s ô l o  se e n u n c i a ,  
a q u e  I a d e m o s t r a c i ô n  es a n â l o g a  y  se b a s a  en los m i s m o s  l e m a s  de 
â l c u l o  q u e  cl t e o r e m a  é q u i v a l e n t e  en el p r o b l e m a  de c o n t r o l  en 
n f o r m a c i ô n  c o m p l é t a .
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T E O R E M A  I I_^3_^3
Se a  u n  p r o b l e m a  de c o n t r o l  e n  i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a  c o n
X , Y y U e s p a c i o s  m é t r i c o s  s e p a r a b  les y c o m p l e t o s .  S e a  II, a d e m â s ,
c o m p a c t o .  S e a  la f u n c i ô n  d e  c o s t e  F ( x , u )  s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o
N N
y a c o t a d a  p o r  a b a j o  s o b r e  X U , e n t o n c e s ,  si e x i s t e  un  p r o c e s o  s u ­
f i c i e n t e  t p a r a  el c o n t r o l ,  la c l a s e  de  c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en t es 
u n a  c l a s e  e s e n c i a l m e n t e  c o m p l é t a .
1 T
CAPITIJLO III
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C A £ I T U L O _ I I I
C O M P L E T I T U D  E S E N C I A L  PE L O S  C O N T R O L E S  B A S A D O S  EN 
P R O C E S O S _ S U F I C I E N T E S _ P A R A _ E L _ P R O C E S O _ B A S I C O
1 ^ - _ S U M A R I 0
A d i f e r e n c i a  del c a p i t u l o  a n t e r i o r ,  en  e s t e  s ô l o  se c o n s i d e -  
ra n p r o c e s o s  c o n t r o l  a d o s  en  i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a .
E n  la s e c c i ô n  2 se p l a n t e a  el p r o b l e m a  d e  c o n t r o l  en I n f o r ­
m a c i ô n  i n c o m p l e t a .  L a s  d i s t r i b u c i o n e s  de p r o b a b i l i d a d  q u e  c a r a c -  
t e r i z a n  el o b j e t o  c o n t r o l  a d o  n o  s o n  ta n  g é n é r a l e s  c o m o  e n  el c a p i ­
t u l e  II, y a  q u e  se e x i g e  q u e  las c o r r e s p o n d i e n t . e s  a las c o m p o n e n ­
te s no  o b s e r v a b l e s  del p r o c e s o  b â s i c o  d e p e n d a n  de las c o m p o n e n t e  s 
no o b s e r v a b l e s  e n  la s  e t a p a s  a n t e r i o r e s  y del u l t i m o  c o n t r o l  torna­
do; I as d i s t r i b u c i o n e s  de p r o b a b i l i d a d  de las o b s e r v a c i o n e s  en c a ­
d a  e t a p a ,  a su v e z ,  d e p e n d e n  d e  la c o m p o n e n t e  n o  o b s e r v a b l e  del 
p r o c e s o  b â s i c o  e n  e s a  e t a p a  y del u l t i m o  c o n t r o l .  El c o s t e  de 
c o n t r o l  es la s u m a  de  los c o s t e s  a s o c i a d o s  a c a d a  u n a  de la s  e t a ­
p a s ,  que, v i e n e n  e v a l u  a d o s  p o r  f u n c i o n e s  q u e  d e p e n d e n  de la c o m p o ­
n e n t e  no o b s e r v a b l e  y d e l  c o n t r o l  c o r r e s p o n d ] e n t e s  a c a d a  e t a p a .
Se d e f i n e  e n  la s i g u i e n t e  s e c c i o n  el p r o c e s o  s u f i c i e n t e  p a ­
ra el p r o c e s o  b â s i c o  c o m o  u n  p r o c e s o  e s t o c â s t i c o  c u y a s  c o m p o n e n  tes 
s o n  f u n c i o n  de l a s  o b s e r v a c i o n e s  y c o n t r ô l e s  c o n o c i d o s  b a s t a  e s c  
i n s t a n t e  y  q u e  a c u m u l a n  t o d a  la i n f o r m a c i ô n  s o b r e  la t r a y e c t o r i a
3 7
de la c o m p o n e n t e  no o b s e r v a b l e  de l  p r o c e s o  b â s i c o .  Se le e x i g i r â  
a e s o s  e s t a dI s t i c o s s u f i c i e n t e s  asi d e f i n i d o s  q u e  s e a n  m i n i m a l  s u ­
f i c i e n t e  s d a n d o  liigar a los p r o c e s o s  m i n i m a l  s u f i c i e n t e s  p a r a  el 
p r o c e s o  b â s i c o .
E n  la s e c c i ô n  4 se d e f i n e  la c l a s e  de  c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en 
es Los p r o c e s o s .
K n  la s e c c i ô n  5 se d e m u e s t r a  el t e o r e m a  de c o m p l e t i t u d  e s e n ­
cial  d e  los c o n t r ô l e s  de la c l a s e  d e f i n i d a  en la s e c c i ô n  a n t e r i o r  
Re d i s t i n g u i r â  t a m b i é n  el c a s o  de un  n u m é r o  f i n i t o  de  e t a p a s  del 
c a s o  g e n e r a l .
R c t ra t a n  en la s e c c i ô n  6 los c o n t r ô l e s  no a l e a t o r i  z a d o s  b a ­
s a d o  s en los p r o c e s o s  m i n i m a l - s u f i c i e n t e s . La i m p o r t a n c i a  de 
é s t o s  r a d  i c a en el h e c h o  do q u e  los c o n t r ô l e s  ô p t i m o s  s e râ n no a - 
l e a t o r i z a d o s  s e g û n  se d e m o s  1 1 a r â p o s t e r i o r m e n t e .
A p a r t i r  de u n  p r o b l e m a  de c o n t r o l  en  i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e ­
ta c o n  las h i p o t e s i s  de la s e c c i ô n  2 y de la e x i s t e n c i a  de  un 
p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  p a r a  el p r o c e s o  b â s i c o  se c o n s t r u y e  u n  
n u e v o  p r o b l e m a  de c o n t r o l  en i n f o r m a c i ô n  c o m p l é t a  c u y o  c o n t r o l  o p ­
t i m o  s e r a  el c o n  I roi ô p t i m o  de l  p r o b l e m a  o r i g i n a l  p l a n t e a d o  en la 
c l a s e  de los c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en u n  p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e .
En la s e c c i ô n  7 se d e f i n e  e s t e  p r o b l e m a  de c o n t r o l ,  q u e  se 
d e n o m i n a r â  p r o b 1 cm a de c o n t r o l  a s o c i a d o .
38
E n  la s e c c i ô n  8 se d e m u e s t r a  la e x i s t e n c i a  de  un c o n t r o l  
o p t i m o  p a r a  el p r o b l e m a  de  c o n t r o l  a s o c i a d o .
Y, p o r  u l t i m o ,  en la s e c c i ô n  9, se l l e g a  de f o r m a  c o n s t r u c -  
t i v a  a d i c h o  c o n t r o l  ô p t i m o .
2 . -  P L A N T E A M I E N T O  D E L  P R O B L E M A  DE  C O N T R O L
Se p r o p o n e  a c o n t i n u a c i ô n  u n  p r o b l e m a  de  c o n t r o l  en i n f o r m a -  
c i ô n  i n c o m p l e t a  en t i e m p o  d i s c r è t e .
El e s p a c i o  de f a s e  d e l  p r o c e s o  b â s i c o  es el p r o d u c  to de  d o s  
e s p a c i o s  X e Y c o n  s u s  r e s p e c t i v a s  a l g e b r a s  . Se e x i g e
q u e  X e Y s e a n  e s p a c i o s  m é t r i c o s  s e p a r a b l e s  y c o m p l e t o s .  X d e f i ­
ne  el e s t a d o  d e l  s i s t e m a  y no se p u e d e  o b s e r v a r ,  m i e n t r a s  q u e  Y es 
o b s e r v a b l e  y es la û n i c a  i n f o r m a c i ô n  de q u e  se d i s p o n e ,  a p a r t é  de 
lo s  c o n t r ô l e s  q u e  se b a n  t o r n a d o , p a r a  e s t i m a r  el e s t a d o  del s i s t e ­
m a  en c a d a  m o m e n t o .
El e s p a c i o  f a s e  de  c o n t r o l  es, a s i m i s m o ,  el e s p a c i o  m e d i b l e  
( U , ô ) ,  d o n d e  U es u n  e s p a c i o  m é t r i c o  s e p a r a b l e  y c o m p l e t o  y, a d e -  
m i s  , un c o n j u n t o  c o m p a e t o  y (B es u n a  (T-â 1 g e b r a  .
Se d e f i n e n  a c on  t i nu a c a? on los e s p a c i o s  p r o d u c  tos (X )
X y
y ( U , (^ ) i n d i c a n d o  p o r  , >À. y  0  las m i n i m a s  (T-a l g e b r a  s s o -
X j n y , n ti
N N N
b r e  los c i l i n d r o s  en X ,Y y  U r e s p e c t i v a m e n t e  c o n  b a s e s  s o b r e  
( 0 , l , . . . , n ) .
P a r a  q u e  q u e d e  d e f i n i d o  el p r o c e s o  c o n t r o l  a d o , es n e c e s a r i o
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d a r  u n  p r ne c s n e s t o c  a s k i c o  c o n  v a l o r e s  en  X - Y c o n d i c i o n a d o  a h a b e r  
tornado lina Kttcesion de  c o n t r ô l e s  y d é f i n i r  u n a  r é g l a  de c o n t r o l ,  
q u e  d o p e n d e r â  d e  l os v a l o r e s  o b s e r v a d o s  Y, c o n  la e u a l  se h a y a n  se- 
l e c c i o n a d o  diclios c o n t r ô l e s .
Se p a r t e  del c o n o c i m i e n t o  de  la e v o l u c i ô n  de l  s i s t e m a  segiin
las d i s t r i b u c i o n e  s de p r o b a b i l i d a d  p (dx  ) y p (dx /x . .x u )
0  0  n n 0 n - l n - 1
p a r a  n 9  1 , es d e c i r ,  la é v o l u e  i o n  del s i s t e m a  en un  i n s t a n t e  n d é ­
p e n d e  de los est; a d o s  a t c a n z a d o s  en  l as e t a p a s  a n t e r i o r e s  (x ..x )
0  n - 1
y del u l t i m o  c o n t r o l  u ^  ^ .
F,s n a t u r a l  q u e  se e x i j a  q u e  la e v o l u c i ô n  de  las o b s e r v a c i  o n e s
de] s i s t e m a  s e a f u n c i ô n  d e l  e s t a d o  de e s t e  en f o r m a  de d i s t r i b u c i o -
n e s  d e  p , o h a b i 1 I d a d  p (dy / x u ) p a r a  n ) 0. En o t r a s  p a l a b r a s ,
n n n n - 1
c a d a  o b s e r v a c i  ôn d e p e n d e  de l  e s t a d o  de  1 s i s t e m a  e n  e s e  m o m e n t o  y  d e l  
u l t i m o  c o n t r o l  c o n o c i d o .
A p a r t i r  de e s t a s  d i s t r i b u c i o n e s :
"'n'"'"»'
p * ( d x / x  \i ) n ? 1
n n n - 1
p ^ ( d y  /x U ) n ? 0 ,  se c o n s t r u y e  la f u n c i ô n  de
n ' n n n - 1
p r o b n h i l i d a d  en  X 'Y , y a  q u e  p a r a  c u a l q u i e r  A ^  6  ^  y se d e f i n e
N \
T a m b i é n  se d e f i n e  u n a  m e d i d a  en (X Y ,A  À  ) a p a r t i r  de
X y
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los c i l i n d r o s  fin À. A. y q u e  d e p e n d e  p a r  a m é  t r i c arae n t e d e  I a 
X , n  y ,n
s e c u e n c i a  d e  c o n t r ô l e s  de la s i g u i e n t e  f o r m a :
S e a  C u n  c i l i n d r o ,  C = { ( x , y ) « X ^ Y ^ , x < C  ;y ë C  ; . . ; x < C  :y«C i
' o x o ® y O  M X n " y n '
c o n  C ;C %., i A. y C ;C . . ; e n t o n c e s ,  si u * u
x O  x n  x y 0 y n  y
C C c c
x O  y  0 x n  y n
B a j o  la s  h i p ô t e s i s  de r e g u l a r i d a d  v i s t a s  en la s e c c i ô n  4
d e l  c api t u 1 o I se p u e d e  a s e g u r a r  q u e  e s t a  m e d i d a  yu( ./u) e s t a  a s o -
c i a d a  u n i v o c a m e n t e  al c o n j u n t o  d e  d i s t r i b u c i o n e s  j p \ . / . ) , p ^ ( . / . ) j
n< N
De m a n e r a  a n â l o g a ,  el c o n t r o l  v i e n e  d e f i n i d o  p o r  u n a  f a m i l i a  
d e  d i s t r i b u c i o n e s  de p r o b a b i 1 i d a d  q ^ ( d u ^ / y  u  ^  ^p a r a  t o d o  n é N .
El c o n j u n t o  de c o n t r ô l e s  a d m i s i b l e s  es el f o r m a d o  p o r  a q u e l l o s
c o n t r ô l e s  q u e  d e p e n d e n  en c a d a  i n s t a n t e  de  la s  o b s e r v a c i o n e s y c o n ­
t r ô l e s  c o n o c i d o s  b a s  t a e s e  i n s t a n t e .
N N
E s t a s  f u n e  i o n e s  d e f i n e n  u n a  m e d i d a  s o b r e  (U A  ) q u e  d e p e n d e  
p a r a m é t r i c a m e n t e  d e  l a s  o b s e r v a c i o n e s :
S e a  D u n  c i l i n d r o  de (B , D = i u € l )  / u g D . . . , u e. D Ç c o n
n ' 0  0 n n I
, I
y  s e a  y « Y
-"(D/y) = j q ^ ( d u ^ Z y ^ )  j  q ^ ( d u ^ / y \ » ^ )  . . .  j q ^ ^ ( d u ^ / y " u "  ')
D D D
0 1 n
I g u a l m e n t e ,  b a j o  la s  b i p é t e s i  s de r e g u l a r i d a d  m e n c i o n a d a s  
a n t e r i o r m e n t e ,  se a s e g u r a  q u e  e s t a  m e d i d a  J>{n/y) v é r i f i e  a que es 
y ( ^ m e d i b l e  si D e  fi Y ^ m e d i b l e  si D es  f Q ^ m e d i b l e  y e s t a  a s o -
c i a d a  u n i v o c a m e n t e  al c o n j u n t o  de  d i s t r i b u c i o n e s  j q ^ ( . / . ) ,  n - O , l j
À N
D q I • • ; D _ « A
4 1
Se d e nomin.a 9^ al c o n j u n t o  de es los c o n t r ô l e s .
Se d c r i n e cl c o s t e  de c o n t r o l  c o m o  u n a  f u n c i ô n  q u e  d e p e n ­
d e  de los c'rmt.r-oles y d e  la e v o l u c i ô n  de l  s i s t e m a  s ô l o  a t r a v é s  
d e  la c o m p o n e n  te no  o b s e r v a b l e .  Si se c o n s i d é r a  un  n u m é r o  f i n i -
to de et. a p a s  0 ,1 , . . , n  se d e f i n e  e s t a  f u n c i ô n  de c o s t e  c o m o :
n
/ " o " ,
k = 0
F.l p r o b l e m a  d e  c o n t r o l  c o n s i s t e  en, f i j a d o  el ob j e to c o n t r o -  
1 a d o  . / u ) , d e t  e r m i n a r el c o n t r o l  Jj{./y) de ta l  f o r m a  q u e ,  si
( %  Z) es el p r o c e s o  c o n t r o l a d o  a s o c i a d o  a a m b o s , se m i n i m i c e  la
e s p e r a n z a  de! c o s t e  ?)» a 1 c o s t e  e s p e r a d o  s e g û n  el c o n t r o l
se le de n o m  i na S ( " ) ,  { S (-" ) x u ) ).
P a r a  cl p r o b l e m a  de  c o n t r o l  en i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a  p l a n ­
te a d o  an t c r i o rm c n t. e , se d e f i n e  un p r o c e s o  s u f  ici e n t e  t p a r a  el p r o ­
c e s o  bas ICO c o m o  vin a a p l i c a c i ô n  m e d i b l e :
N N ,N .N N N
t: (Y II ,/4 ô  ) (T , P  ), d o n d e  ( T , P ) e s  un  e s p a c i o  m e d i b l e
y
f o r m a d e  por- un e s p a c i o  m é t r i c o  s e p a r a b l e  y c o m p l e t o  y su CJ^âlgebra 
d e  Por e l  , y de f o r m a  q u e  c a d a  c o m p o n e n t e  t de  t v e r i f i e s  :
1 . - t : ( Y^ U  ) --*■ ( T , P )  es J  (3 m e d i b l e ,  en o t r a s  p a
n y y , n n - 1
2 . -  t es un e s t a d f s t i c o  su f i c i e n t e p a r a  x en  la d i s t r i b u -  
n
c i ô n  de p r o b a b i  1 i d a d  P r (y u " /x ).
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O b s e r v a c i o n
Po s  t e r i o r m e n t e  se c o n s t r u i r a  es t:a d i s t r i b u e  io n  de  p r o b a b i -  
I i d a d  en  f u n c i ô n  de  la s  d i s t r i b u c i o n e s  a s o c i a d a s  al obj e to c o n t r o ­
l a d o  y al c o n t r o l  en el p r o b l e m a  o r i g i n a l .
P R 0 C E S 0 _ M I N 1 M A L _ S U F I C I E N T E
Si, a d e m â s  de las c o n d  i c i o n e s  a n t e r i o r e s ,  se le e x i g e  a t , 
p a r a  t o d o  n , q u e  s e a  u n  e s t a d f s t i c o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e ,  se d i c e  
q u e  t es u n  p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  p a r a  el p r o c e s o  b â s i c o .
t.a c o n s t r u c c i ô n  de la f u n c i ô n  d e  p r o b a b i  1 i d ad c o r r e s p o n d  1 e n ­
te s e r a  p o r  i n d u e  c i ô n  r e s p e c t e  d e  n: 
n = 0
Pr(y^/x*^) =  ^' q u e  es  c o n o c i d a .
n = k
|ç Iç  J
S u p u e s t a  c o n o c i d a  P r (y u / x ) 
n = k+l
k r l k k i l  k k k + 1  k t l k k  U U U i l
Pr (y u /x ) - Pr  (y y^ ^   ^u /x ) - P r  (y^^  ^  ^/ x y u ) P r ( y  u /x
y, c a d a  u n o  de  e s t e s  m i e m b r o s  se d e d u c e  a p a r t i r  de las d i s ­
t r i b u c i o n e s  de p r o b a b i 1 i d a d  o r i g i n a l e s  de 1 o b j e t o  c o n t r o l a d o  y el
c o n t r o l .  En e f e c t o :
k f l k k  2
J- “ ' - P k t i ' ^ k .
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k k k k k k
F’r(x /x y u ) Pr (y u /x )
k k k . 1
P r ( y  n /x ) = ---------------------------------------
. k k k  k k k
/x y u ) P r (dy  du / x )
y cl n u m e r a d o r  r c  p u e d e  d e s c o m p o n e r  c o m o :
l , , , k k k - 1  k k - l  k
"k' ''■<%/■* y " ' ""-(y >. u  )_ c o n s i g , . i e n -
te , se c o n c 1 u y e :
P r  (y u / X )  -----------------------------------------------------------------------
j Pu ,(x. / x \  )q (u / y \ ^   ^iPrldy'^du'^ ^/x**)
f . k +1 k ri k k k
k k
Y U
Como se prétendra demostrar, la distribucion Pr(y u /x ), se contruye
1 2
a partir de las distribuciones p^,p^,q n g N. 
rnopoEicioN iii.3.t
Al cxigir que t sea un estadfstico minimal suficiente, se obtiene una
ecuaciôn de recurreneia para t en funciôn de t ,y y u , es decir:
n n-1 n n -1
t = t (t ,y ,u ) 
n n n -1 n n-1
üomostraciôn
Pasta recoidar que un estadfstico minimal suficiente es funciôn de
cualquier estadfstico suficiente. Si se demuestra que (t v u ) es sufi-
n - P  n n-1
ci ente para x en la distribucion Pr(y u ^/x") ya estarfa demostrada la pro- 
posi ci ô n .
Para ver es to ultimo es necesario demostrar que para cualquier funciôn
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{f': - ♦  R que sea À  A  medible, E(y/t y u ) no depende de x " : 
y.n n -1 n - 1 n n-1
Y U
Y U
Esta ultima distribucion no depende de x por no depender de x la e
volucion de (y" ^u" ^ ) y por ser independiente de x al ser (t y u )
n— 1 n n— I
suficiente para x"  ^ en la distribucipn Pr(y" ^u" /x" )
Observaciôn
Por el teorema 1.3.2 y considerando que x es el parâmetro en el modelo 
bayesiano definido a partir del espacio de probabi 1 idad producto
, résulta que la distribucion a posteriori de x conocido el
X .Y
valor del estadfstico t es la misma que la de x" condicionada a (y u *), es 
decir: Prix /y u" ^ ) = Pr(x"/t^)
Mas aûn, se demuestra la siguiente
PROPOSICION III.3.2
Prix /y"u ) = Prix /t ) 
n n n
Demostraciôn
n n -1 f ( . n n n -1
Prix /y u )= 1...) Prix /y u )dx .. .dx
n /  ^ 0  n — 1
X X
1 ..( Prix /t ) dx ...dx , = Prix /t ) 
> * n 0  n-1 n n
X X
Esta proposicion afirma que oonocer la distribucion de probabilidad del
4 5
e s t a d o  del s i s t e m a  en  u n a  e t a p a  c u a l q u i e r a  c o n d i c i o n a d a  a las o b ­
s e r v a c  t o n e s  y c o n t r ô l e s  h a st a  e s e  m o m e n t o ,  es é q u i v a l e n t e  a c o n o -  
c e r la d i s t r i b u c i o n  de p r o b a b i  i i d ad c o n d i c i o n a d a  al v a l o r  del 
e s t a d i s t i c o m i n i m a l  s u f i c i e n t e  t^ o b t e n i d o  en e s a e t a p a .  E s t o ,  
j u n t o  a la p r o p i c d a d  de  m i n i m a l  s u f i c i e n c i a ,  d i s m i n u i r â  el v o l u m e n  
de i n f o r m a ci on  n e c e s a r i o  a la h o r a  de  b u s c a r  el c o n t r o l  o p t i m o  c o ­
m o  se d e m o s t r a r ' a  m a s  a d e l a n t e .
i i Z _ ^ ! ; ^ 5 E _ D E _ C 0 N ï R 0 L E S _ B A S A D 0 S _ E N _ U N _ P R 0 C E S 0 _ M I N I M A L _ S b F I -
s u p u e s t a  la e x i s t e n c i a  de u n  p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  en 
las c o n d i t ' i o n e s  a n t e r i o r e s ,  se p u e d e  u n o  p r e g u n t a r  si e s e  p r o c e s o  
p u e d e  ayiidar' a r e s o l v e r  el p r o b l e m a  de c o n t r o l  p l a n t e a d o  en la 
s e c c i ô n  2 del p r é s e n t e  c a p i t u l e .
ta r e s p u e s t a  es a f i r m a t i v a  y p a r a  e l l o  b a y  q u e  d é f i n i r  la 
n u e v a  cl a s e de c o n t r o l  es  a d m i s i b l e s  y d e m o s t r a r  q u e  es é q u i v a l e n t e  
u t i l i z a r  e s t e  t. ipo de c o n t r ô l e s  a u t i l i z  ar  los c o n t r ô l e s  a d m i s i b l e s  
o r i g i n a l e s  p a r a  m i n i m i z a r  la e s p e r a n z a  del c o s t e  de c o n t r o l .
E c d e f i n e  un c o n t r o l  b a s a d o en el p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n ­
te t p a r a  cl p r o c e s o  b â s i c o  a p a r t i r  de! c o n j u n t o  de  d i s t r i b u c i o n e s
q * (du M. ) s e g û n  la r e l a c  ion: 
n n n
q ^ ( M / t  ) - [ [ q ( R / y  u ) Pr  ( d y  dîi  ^ / 1 ) p a r a  B e  <3
n n y n f n - 1 n ' n
Y  II
I, a p o s i b i  1 i d a d  d e  c o n o c e r la d i s t r i b u c i o n  P r (y u / t )
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se b a s a  en el s i g u i e n t e
L E M A  I I I ,4. 1
P r (y " u "  */t ) - j P r (y " u "  ^ / x " t  ) P r (d x  / t )
D e m o s  t r a c  i on
D é s a r r o i 1 a n d o  P r ( y  u" ^ ) s e g û n  la f o r m u l a  de B a y e s ,  se 
c o n c 1u y e  q u e  d e p e n d e  de P r ( y  u ^/x ), y a  d e t e r m i n a d a  a n t e r i o r m e n t e  
En  c u a n t o a la d i s t r i b u c i o n  P r ( x  /t ), se c a l c u l a :
i
/pr<t^/x^)pJ(dXo) j  j p r o / y g )
X Y X
C o m o  t^ es u n a  a p l i c a c i ô n  ^  m e d i b l e ,  t ^ - t ^ ( y ^ ) y q u e d a r i a :
I  _i p £ ' ' y „ / « „ > p ! . o „ )
P r (x ^ / t ^ )
* * 0  ' ‘ o ’
/i:
En  g e n e i a l , se o b t i e n e :
P r ( d y  du ^/x ) P r (x )
(t )
P r ( x " / t  ) = ------
I I
P r (dy du  ^/ x  ) P r (d x ")
X 't ( t ) 
n n
A s i se t i e n e  d e t e r m i n a d a  la d i s t r i b u c i ô n  del c o n t r o l  a p a r t i r
d e  las f u ne i o n e  s iq ( B / t  ) , n - 0 , I , . . . |  
I n n f
Re c o n s t r u y e  a b o r a  la m e d i d a  . / 1 ) a p a r t i r  de los ci lin
4 7
d r o R  n / u € D  u ê D  ; D ..D i. 0 \  y c o n  t é T ^
I 0 0 n n 0 n '
j q * ( d u ^ / h ^ )  J ' q N d u ^ / f c ^ )  ...
%
Al c o n j u n t o  de estos c o n t r ô l e s  se le d e n o m i n a 91*
5 . - £ £ £ £ tET_t T U D _ E S E N C I  A L _ D K _ L O S _ C O N T R O L E S _ B A S A D O S _ E N _ U N  
r R 0 £ E S 0 _ M I N I M A L _ S U F I £ I E N T E _ P A R A _ E L _ P R 0 £ E S 0 _ B A S ^ £ 0
Se c o n s i d é r a  la f u n c i ô n  de c o s t e  de c o n t r o l
^(x'^u^) = Y 2 .  /  (x u )
' * —  n n n
n - 0
P a r a  d e m o s t r a r  ci t e o r e m a  de c o m p l e t i t u d  se d i s t i n g u i r â  cl 
c a s o  de u n  n u m é r o  f i n  i t o de e t a p a s ,  en q u e  el s u m a t o r i o  a n t e r i o r  se 
e f c c t u a e n t r e  0 y m, y  m a s  a d e l a n t e  se v e r â  el c a s o  g e n e r a l .
T E O R E M  A_I^_t^ 5^1
0 a d u u n p r o c e s o  c o n t r o l a d o  en i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a  s e g u n
u n  o h J e  to c o n t r o l  ad o  ^ (  ./n ) y u n  c o n t r o l  a d m i s i b l e  M { . / y )  e n  las
c o n d i c i n n é s  ci f a d a s  en la s e c c i ô n  2 del p r é s e n t e  c a p i t u l o ,  si e x i s t e
u n  p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  t p a r a  el p r o c e s o  b â s i c o ,  la c l a s e  de
c o n t r ô l e s  9l d e f i o i d a  a n t e r i o r m e n t e  es e s e n c i  al m e n t e  c o m p l é t a  si
m  _
e 1 c o s t e  de c o n t r o l  es de la f o r m a  ^  ( x u ^  ( x ^ u ^  )
k.rO
D e m o s t r a c £ Ô n
Hast, a df'mostrar que para todo M  €. 9Z e x i s t e  un control UJ* €. 9Z 
ta t que I'/ (^( x"*!!*” ) ) y: E (^(x"'u'")).
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La d e m o s t r a c i ô n  s e r a  p o r  i n d u c c i ô n  r e s p e c t o  m 
m = 0 ( ^  e s W  0  m e d i b l e )
  • X , 0 0
= ) j ^ ^ ( x ^ u ^ ) p - " r ( d x ^ d u ^ ) .
X U
X T u
Y al s e r  q * ( d u ^ / t ^ )- j (d u ^ / y ^ )P r (d y ^ / t ^ ), se t i e n e  la ex- 
Y 
p r è s  i ô n  a n t e r i o r  c o m o :
X T y II
C o m o  | pr ( d y ^ / t ^  ) Pr  ( d t ^ / x ^  ) =- Pr( d y ^ / x ^  ) - p ^ ( d y ^ / x ^ ) ,  se o b t i e n e
T
1 i P""' c o n s i g u i e n t e .
X Y II
.M*,
m = k ~  1
Se s up o n e  q u e  p a r a  t o d a  f u n c i ô n  ^0^ ^ m e d i b l e  E ^  -% E ^  ^
m = k
D a d a  la e s t r u c t u r a  de  la f u n c i ô n  d e  c o s t e  de c o n t r o l  ,sc tic
ne q u e  p a r a  c u a l q u i e r  f u n c i ô n  -jA  0  m e d i b l e  ^  ;
k - 1  ^
(x.u. ) ) +  ^ "
i = 0
- E  /{('"i"!)) +
i - 0
Si se d e m u e s t r a  q u e  E ^ ( ^  ( x, u ) ) = E^  ( ( x , u , ) ) y a f» s t a r i a
' k k k k k k
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d e m o s  t r a d n el t e o r e m a .  P a r a  e l l o  se n e c e s i t a r â n  d o s  l e m a s .
l e MA [I I . 5.1
D e m o s J t r a c £ Ô n  d e  1__]^ema_jL
X t)
[  ^^ k "'  ^Dr ( dx, / t, u, ) pr ( du, / t, )
P o r  la s u f i c i e n c i a  de t^ se t i e n e  q u e  :
Pr  ( d X ^ / t ^ u ^  ) - P r  ( d x ^  /y^^u^ ) = Pr  ( dx^/y**u*^  ^) - P r  ( d x ^ /  t^ ) y e s ­
ta d i s t r i b u c i o n  se c o n o c e y es i n d e p e n d i e n t e  del c o n t r o l  e l e g i d o .
A d e m â s ,  c o m o  se d e m o s  tr é  a n t e r i o r m e n t e ,  P ^ ( d u  /t, ) = qf^{ du, / 1 , ) ,
k k k k k
P o r  c o n s i g n i e n t e ,
" '*'k'’'k"k’ ''-k' ' [ } /k ' ’'k"k’ '’‘'''*\^'=k’‘'k*''"k'''k’ '  ''''*'^k‘ ’'k''k’ ‘^ k’
A e s t a  e s p e r a n z a ,  q u e  es i n d e p e n d i e n t e  del c o n t r o l  -"o •"'*^,se
le d e n o t n r â  p p r t^ ) .
Va c s t â demos t r a d o e 1 1e m a 1 .
P a r a  d e m o s t r a r  el t e o r e m a  s é r i a  s u f i c i e n t e ,  en v i s t a  del 
l e m a  1, d e m o s t r a r  q u e  F t ^  ^ t ) ) . E s t o  se h a r â p o r
i n d u c c i é n  en k y p r e v i a m e n t e  se e n u n c i a r â  y d e m o s t r a r â  un l e m a  .
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P r ( A / y  u ^) = P r (A / ^  ^ ) p a r a  A € y k «  N.
D £ ™ £ £ Z £ ® £ i 2 I!_Z£!ll£ _ 2
k — 1 k — 1 / k — 1 k — I k — 1 k — 1
P r ( A / y  u ) = j P r ( A / X j ^ y  ii ) P r  ( d x ^ /y u )
X
n 2 , , , k — i k — I k — 1 y, k — 1 k — 1 1
k - l ^ k  k ” k - l  k ^ " ) P r ( d x  /y u
Y ast es t a r i  a d e m o s t r a d o  el l e m a  2.
A c o n t i n u a c i ô n  se d e m u e s t r a  q u e  R y( ) ) = R"^ ( V^ ( ) )
k = 0
R^Cf'ftp)) = {f( t ^ ) P r ( d t ^ )  = ) ( f ^ ( t Q ) P r ( d t ^ / y ^ ) P r ( d y ^ / x ^ ) p J ( d x
T T X Y
q u e ,  c o m o  no d e p e n d e  d e l  c o n t r o l  e l e g i d o ,  es i g u a l  a
k = k - l  (R-^ (f( t, )) = E ^ * ( f ( t ,  ))
------- k - 1  k-I
k = k
E'^(^(t )) = E'*^(E'*^((^(t )/t ), y d é s a r r o i  1 a n d o  e s t e  te r  m i n o r
k k k - 1
T
5 1
P o r -  n p H c a c i ô n  d e J  l e m a  2 , q t i e d a r f a :
V II
• P r ( d y ^  ^du ^  ^
Ai se r  t, un estadfsf: ic o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e ,  se v e r i f i c a ,  
k
s e g û n  se d e m o s t r o  a n t e r i o r m e n t e ,  q u e  P r (d t ^ / y  u ) = P r ( d t ^ / t ^  l ^ k * \  1^
y s u s t  i t u y e n d o  e s t o  en la u l t i m a  e x p r è s  i û n , q u e d a :
* U k - i ' ’’' ' ' " ' k ' ^ - i ' ' k " k - i " ’''i''j'k'‘k - i " k - i ’''k-i*'‘% - i ' ' ^ ' ' ' ‘“ '” '''
Y II
Pr(dy*^ ^ d u ^  ^ / 1^  ^) =
, J l'’' i ' ' ' k / ' k _ , y k ” k - i " ’''''*’' k / ‘k - i “ k - i ’ / k - J k - 2 ‘' k - i i ‘' % - / ’''''‘"''''-
Y II Y  U
Pr(dy*^  ^d u ^  ^ / 1^  ^) =
, I {'■'-'■'\'''k_,»k''k_,"’>-''i>’k ^ ‘k - i " k - i ' % ' ' - . ' ' ' ' ' k - C \ - i '  = '’" i ‘' b ^ V i '
Y II
jàj jj^
P o r  c o n s i g u i e n t e ,  P r  ( d t^  ^/ 1^  ^ ) = P r ( d t ^ / t ^ ^   ^ ) y  s e  c o n c l u y e
ne F ^ ( t )/t ) = F ^  l^(t, )/t ) y se d e n o t a r â  e s t a  c a n t i d a d
k k -1 k k - 1
o m o  P^f t ) .
k - I
l’o r  cl p r i n c i p i o  de i n d u c e  iôn, se l l e g a  a:
i, ) ) F'^lF'^ffl t, l/t, ,))-R'“ { ^ ( t ,  ) t, )) =
k k k - 1 k - 1  k - 1
F " * ( F " ' * ' P ( t  ) / !  )) - F' ^"  ( f (  t ) ) .
k k - 1 k
A s  1 q u e d a  d e m o s t r a d o  e l  t e o r e m a .
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O b  s e r v a c  i. ôn
E n  la d e m o s t r a c i ô n  del t e o r e m a  a n t e r i o r  se ha liecho uso de  
la m i n i m a l  s u f i c i e n c i a .
E n  el t e o r e m a  s i g u i e n t e ,  se d e m u e s t r a  el t e o r e m a  de  c o m p l e ­
t i t u d  p a r a  el c a s o  g e n e r a l .
T E O R E M A _ I 1 1 ^ 5 ^ 2
D a d o  un p r o c e s o  c o n t r o l  a d o  en i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a  s e g û n  
un  o b j e t o  c o n t r o l a d o  yi4( ./u) y u n  c o n t r o l  X»(./y) en las c o n d i c i o n e i 
a n t e r i o r e s ,  si e x i s t e  un p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  t p a r a  el p r o ­
c e s o  b â s i c o ,  la c l a s e  de  c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en  t ( 9?*) es e s e n c i a l -  
m e n t e  c o m p l é t a  si el c o s t e  de c o n t r o l  es de  la f o r m a :
^  ( x'^u ) - ^  u^  ^) s i e m p r e  q u e  se v e r i f i q u e  q u e :
k = 0
N N
^  ~ ^  p a r a  t o d o  ( x , u ) « X  II
k = 0
D e m o s t r a c i ô n
H a y  q u e  d e m o s t r a r  q u e  E ( x u ))- E ^ ( ^ ( x  u ^ ) ) .
E n  e f e c t o ,  E'^{^(x*^u'^)) = E f ( x u ) ) ^ E"^( 1 im S  ( x u ) )
f *— '^k k k n-,— -f---/ k k k
k ^ O  k = 0
JJ*.
y en a p l i c a c i ô n  d el t e o r e m a  a n t e r i o r :  E ( l i m  ^  ) - R ( 1 1 m d , )
11-»» ^  T^k n — o ‘—  T k
0 0
n ^
s i e m p r e  q u e  ^  B c o n  B « R  p a r a  t o d o  n * N y  ( x , u ) &  X U , y
0
n n w,
e s t o  es c i e r t o ,  y a  q u e  | ( x ^ u ^  )| < Z % ( x ^ u ^ ) |  <  2 f)^(x^u^j <
0
E n  r e s u m e n ,  se o b t i e n e
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n n , n
F, ( l i m ^ ^  (x u ) ) - l i m E ‘^ ( ^ f l (  (x u, l l r r l i m E  ( 5 ~ 9 ^ i ( x  u ) ) <  
k k n-«» / k  k k  n - »  C-T V ,  k k
0 0 0
Y, p o r  el t e o r e m a  de  la c o n v e r g e n c i a  d o m i n a d a ;
l i m  E ( 5 ~  (x <i ))- E  ( l i m 5 ^ ^ ( x  u )) = e '^(0^( x '^ u *'*)), es d e c i r  
n«»o *—  ' k k k  n-«“ ^ ' k k k  >
0 O
E^^(^ ( X u )) - F. (9^(x u )). C o m o  se q u e  r i a d e m o s t r a r .
5 U F _ t C I E N T E S
C u a n d o  se d e f i n e  el c o n t r o l ,  se h a c e  a t r a v é s  de  la s  fu n - 
c l o n e s  d e  d i s t r i b u c i o n  de p r o b a b i l i d a d  |q (. / y  u "  ^ ) , n ^ o | ,  de  tal 
f o r m a  q u e  e n  c a d a  e t a p a ,  el c o n t r o l  u es u n a  v a r i a b l e  a l e a t o r i a  
c u y a  d i s t r i b u c i o n  d e p e n d e  de las o b s e r v a c i o n e s  y l o s  c o n t r ô l e s  a n ­
te r i o r e s  .
1.0 s c o n t r ô l e s  no  a l e a t o r i z  a d o s  s o n  a q u é l l o s  p a r a  l o s  q u e
N N
la m e d i d a  JJ(./y) se c o n c e n t r a  en  u n  p u n t o  de  U  p a r a  t o d o  y 6  Y .
Un  c o n t r o l  no a l e a t o r i z a d o  se c a r a c t é r i s a  p o r  u n a  s e c u e n c i a  de
f u n c i  o n e s  ^  (y . . . y ) c o n  v a l o r e s  en l! y m e d i b l e  r e s p e c t o  ^
n 0 n y . n
p a r a  t o d o  n e N de  f o r m a  que :
- ^ n " o  - " n - , V  " ^ ^
1.0 s c o n t r ô l e s  no  a l e a t o  r iz a d o s  f o r m  an u n a  s ub c l a s e  del c o n ­
junto' de los c o n t r ô l e s  a d m i s i b l e s .  S o n  m â s c é m o d o s  de t r a t a r
ma  temiâ t i c a m c n  le y en de te rm i n a d a s  c o n d  ici o n e s  es s u f i c i e n t e  e l e g i r
e 1 c O' n t r o 1 o p t i m o  en  e s t a  s u b c 1 a s e .
5 c p l a n  tea la s i g u i e n t e  c u e s t i ô n :^ B a s t a r â  c o n s i d e r ar e n t r e
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los c o n t r ô l e s  b a s a d o s  e n  un  p r o c e s o  s u f i c i e n t e  p a r a  ei p r o c e s o  
b â s i c o  a q u é l l o s  q u e  s e a n  no a l e a t o r i z a d o s  p a r a  e l e g i r  el c o n t r o l  
o p t i m o ?  ^ E x i s t e  a l g u n a  r e l a c i ô n  e n t r e  é s t o s  y los c o n t r ô l e s  no 
a 1 e a t o r i z a d o s  a d m i s i b l e s  q u e  los o r i g i n a r o n ?
L a  c o n s t r u c c i o n  de un  c o n t r o l  b a s a d o  en un p r o c e s o  m i n i m a l
s u f i c i e n t e  a p a r t i r  de un  c o n t r o l  n o  a l e a t o r i z  a d o  n o  p r o d u c e ,  en
g e n e r a l ,  un c o n t r o l  no a l e a t o r i z a d o .  E n  e f e c t o ,  s e a  un  c o n t r o l
a d m i s i b l e  no  a l e a t o r i z a d o  | u ^ = ‘^ { y ^ . . y ^ ) , n € N | ,  es d e c i r ,  p a r a
t o d o  B € ( 8  q (B/ y  . . y  u . . u , ) = ( f  (.V„- -Y ) ) p a r a  t o d o  n « N
n *^0 ' ^ n O  n-1 " B ' n 0 n
A p a r t i r  de él, se c o n s t r u y e  el c o r r e s p o n d i e n t e  c o n t r o l
b a s a d o  en el p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  t:
q * ( B / t  )= I f q (B / y " u "  ^ ) P r ( d y " d u "  ^/t ) =
n n t n I n - 1 n n
Y U
U . ( Y  ( y r. ' y ) ) Pr  ( dy  "^du"  ^/ t ) p a r a  t o d o  n ( N , B& 0n - 1  "b n 0 ^ n n
Y M
T e n i e n d o  en c u e n t a  la d é f i n i e  ion de f u n e i ô n i n d i c a t r i z ;
1 si r ^ ( y ^ . . y ^ ) <  B
0 si ^ (y ^ . .y )^  B se c o n c 1u y e  q u e  :
q ^ ( B / t  ) = j  f P r ( d y " d u "  \ t  )
»  U  ^( g ) u " , y no se p u e d e  a t i r -
m a r  q u e  e s t a  d i s t r i b u c i ô n  s e a  s i e m p r e  d e g e n e r a d a .
U n  c o n t r o l  b a s a d o  en un p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  t es no 
a l e a t o r i z a d o  si la m e d i d a  M  {./t) se c o n c e n t r a  en u n  p u n t o  de U 
E s t o s  c o n t r ô l e s  se c a r a c t e r i z a n  p o r  f u n c i o n e s  m e d i h 1 o ^
5 5
( T ,P )  --f ( II ,4i ) p a r a  n fc N y de  f o r m a  q u e  p a r a  t o d o  R « 65
Q u e d a  p e n d  i en te el v e r  si b a s t a  c o n s i d e r a r  s o l o  l o s  c o n t r ô ­
les no  a I e a t n r i z a d o s  e n t r e  los b a s a d o s  en un p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i ­
c i e n t e .  E s t o  se  v e r â  m a s  a d e l a n t e  c u a n d o  se c o n s t r u y a  el p r o b l e ­
m a  de c o n t r e  1 a s o c i a d o  en  i n f o r m a c i ô n  c o m p l é t a  a p a r t i r  del p r o c e ­
so m i n i m a l  s u f i c i e n t e .  I,a c o n c l u s i o n  a la q u e  se l l e g a r â  es q u e  
el c o n t r o l  o p t i m o  s e r a  n o  a l e a t o r i z a d o  y se d e d u c i r â n ,  a d e m â s ,  
l as f u n c i o n e s  t ^  ) , n « N j q u e  1 o d e f i n e n .
^ N E O R M A C I O N  C O M P L E T A
M e d i a n  te el t e o r e m a  de c o m p l e t i t u d  se d e m u e s t r a  q u e  en 
los p r o b l e m a s  de  c o n t r o l  en i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a  co n  la s  h i p ô ­
t e s i s  pi a nI e a d a s e n  la s e c c i ô n  2 del p r é s e n t é  c a p i t u l o ,  es é q u i ­
v a l e n t e  cl b u s c a r  el c o n t r o l  ô p t i m o  e n t r e  los c o n t r ô l e s  b a s a d o s  
en  l a s  o b s e r v a c i o n e s  y c o n t r ô l e s  c o n o c i d o s  en c a d a  e t a p a  a b u s c a r -  
1 o c n i r c  a q u é l l o s  b a s a d o s  en un p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e .
A c o n t i n u a c i ô n  se v e r â  c o m o  se p u e d e  d e t e r m i n a r  el c o n t r o l  
ôptiimo b a s a d o  en  u n p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e .
So c o n s  t ru i r â p a r a  e l l o  un n u e v o  p r o b l e m a  de  c o n t r o l  en 
i n f o rm a c i ô n c o m p I e  t a , en el q u e  p r o c e s o  b â s i c o  es el p r o p i o p r o ­
c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e ,  las e c u a c i o n e s  de e v o l u c i ô n  se c o n s t r u -
56
y e n  de tal f o r m a  q u e l  a d i s t r i b u c i o n  de t es  la m i s m a  en e s t e  
n u e v o  p r o b l e m a  y en  el p r o b l e m a  o r i g i n a l  c o n  ^  y ^  F i j a d o  s y,  
p o r  u l t i m o ,  el c o s t e  de  c o n t r o l  es el m i s m o  en m e d i a .
Se d e m u e s t r a  q u e  e s t e  n u e v o  p r o c e s o  c o n t r o l  a d o  es de M a r k o v  
y b a j o  d e t e r m i n a d a s  h i p ô t e s i s  el c o n t r o l  d e p e n d e  d e l  u l t i m o  v a l o r  
de l  p r o c e s o  b â s i c o  en c a d a  e t a p a .  La  s o l u c i ô n  d e l  p r o b l e m a  de 
c o n t r o l  a s o c i a d o  m i n i m i  za, p u e s ,  la  f u n c i ô n  de c o s t e  e s p e r a d a  de l  
p r o b l e m a  o r i g i n a l  y en  c a d a  e t a p a  es f u n c i ô n  de  t^; q u e d a  asj d e -  
t e r m i n a d o  e l  c o n t r o l  ô p t i m o  en la c l a s e  %  t
S i n  p é r d i d a  de g e n e r a l i d a d , se s u p o n d r a  el p r o b l e m a  de 
c o n t r o l  c o n  un n u m é r o  fini to d e  e t a p a s .
O b s e r v a c  i ôn
Se s u p o n e n  t o d a s  la s  h i p ô t e s i s  c i t ad as e n  e 1 c a p i t u l o ,  t a n -  
to  p a r a  el p r o b l e m a  de  c o n t r o l  o r i g i n a l  c o m o  p a r a  el p r o c e s o  m i n i ­
m a l  s u f i c i e n t e  t p a r a  el p r o c e s o  b â s i c o .
El e s p a c i o  f a s e  del p r o c e s o  b â s i c o  es (T,r») y el e s p a c i o  
f a s e  de c o n t r o l  s e r a  (U,fi), el m i s m o  q u e  en el p r o b l e m a  o r i g i n a l .
R e a n  los e s p a c i o s  p r o d u c  to ( ) y y s e a n  y 0
l a s  m i n i m a s  T - a l g e b r a s  s o b r e  los c i l i n d r o s  en  T y U r e s p e c t i  v a ­
m e n t e  c o n  b a s e s  s o b r e  (0 , 1 , ..,n ) .
P a r a  d é f i n i r  el n u e v o  p r o c e s o  c o n t r o l a d o  es n e c e s a r i o  d ar 
un  p r o c e s o  e s t o c â s t i c o  c o n  v a l o r e s  e n  T c o n d i c i o n a d o  a b a b e r  t o m a -
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do  una snipes io n  de c o n t r ô l e s  y d é f i n i r  u n a  r é g l a  p a r a  s e l e c c i o n a r -  
1 os .
La  d i s t r i b u c i o n  d e l  p r o c e s o  e s t o c â s t i c o  a s o c i a d o  al n u e v o  
p r o b l e m a  de c o n t r o l  se d e d u c e  del e s t a d f s t i c o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  
t c o n s i d e r a d o  c o m o  f u n c i ô n  de  (y u ^ ), p o r  1 o q u e ,  p o r  c o n s t r u c ­
c i ô n ,  se v e r i f i c a  q u e  l as d i s t r i b u c i o n e s  de t^  en el n u e v o  p r o b l e ­
m a  coi ne i d e n  c o n  las c o r r e s p o n d i e n t e s  e n  el o r i g i n a l .
P a r a  t o d o  G f T  p*(G)=r j |p r ( G / y  ^  ) p ^  ( d y  ^ /x  ^  ) p ^  ( d x ^  ) =
X Y
' I  11,
X (O)
P a r a  t o d o  n 1 , c o n o c i d o s  t , t . . . , t  u , u , . . , u  se
0 1 n - 1 0  1 n - 1
e f i n e p a r a  t o d o  G e T ;
n - 1  n - 1 ,
* ( G / t  ..t u ..u )- ( P r  ( G / 1" " V  ) P r ( d y  / k ^u*
n O n - I O n - l )  n n
P o r  el lem a  1 1 1 . 5 . 2 ,  se t i e n e  q u e  P r (d y  / t u ) - P r ( d y  / t u )
n n n -1 n -1
Por’ s e r  t m i n i m a l  s u f i c i e n t e ,  y t e n i e n d o  en c u e n t a  la p r o -
n
o s i c i ô n 1 1 1 . 3 . 1 ,  P r ( G / t " \i " 'y ) ^  P r ( G / 1 y  u ) r. ^  ( t ( t y u ) )
n n - 1  n n - 1  '^G n n - 1 n n-1
S c t i e n e ,  p u e s  :
Y
AI ser t 1 u n a  a p l i c a c i ô n  f f i  m e d i b l e ,  se d e f i n e
ara t od o  I ( . T u  t G la a p l i c a c i ô n :
n -1 n - 1
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f t  u (r,r)
n - 1  n - 1
E s t a  a p l i c a c i ô n  e s  ^  m e d i b l e  y se v e r i f i c a :  
n - 1  n - 1
El n u e v o  p r o b l e m a  d e  c o n t r o l  asi d e f i n i d o  es, p u e s ,  un 
p r o c e s o  d e  M a r k o v  c o n t r o l a d o ,  y a  q u e  el e s t a d o  d e l  s i s t e m a  en la 
e t a p a  n - é s i m a  d e p e n d e  s ô l o  del e s t a d o  del s i s t e m a  y d e l  c o n t r o l  en 
la e t a p a  ( n - l ) - é s i m a ,  i n d e p e n d i e n t e m e n t e  de los e s t a d o s  y c o n t r ô l e s  
a n t e r i o r e s .
2 2 £ £ £ £ £ £ Ï £ I î
Y a  se t i e n e  d e f i n i d o  el o b j e t o  c o n t r o l a d o  y u ^ . / u )  del n u e v o
p r o b l e m a  en i n f o r m a c i ô n  c o m p l é t a  a p a r t i r  de las d i s t r i b u c i o n e s
< p *( . / 1 u ) , n * N f  d e t e r m i n a d a s  p r e v i a m e n t e :
I n n - l n - 1
P a r a  t o d o  c i l i n d r o  G d e  ^  d e  la f o r m a :
G = 4 t 6  / t t G ...t < G ; G . e P  i = 0 , n (  se d e f i n e  « t c / u )
' 0 0 n n J I /
I p * ( d t  ) j p * ( d t j / t ^ u ^ l  . . .
 ^ G G G
0 1 n
£22I2_22_222I522_22_22_£222222^„22_222I222_*52£i222
A n t e s  de e s t u d i a r  la e s t r a t e g i a  o p t i m a  en el n u e v o  p r o b l e m a ,  
se t r a n s f  o r m a r â  la f u n c i ô n  de  c o s t e  d el p r o b l e m a  o r i g i n a l  p a r a  q u e  
s e a  u n a  f u n c i ô n  P fi m e d i b l e .
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Ft) In q u e  s i g n e  s o l o  se c o n s i d é r a  Ja e s t r a t e g i a  JJ C-9^ , Se
t r a t a d e  t t e g a r d e  f o r m a  c o n s t r u c t  i va a la e s t r a t e g i a  U/*^€.9l , s i
la f u n c i ô n  de c o s t e  d e  c o n t r o l  se e x p r e s a  c o m o  ^ (t ^ u  ^ ) y  es de t i - 
p n  e v o l u t i v o ,  se t i e n e  d e f i n i d o  un  p r o b l e m a  de c o n t r o l  en i n f o r m a ­
c i ô n  c o m p l é t a  de  M a r k o v  y el c o n t r o l  ô p t i m o  de e s t e  p r o b l e m a  v e n d r a
c a r a c t eI i z a d o p o r  d i s t r i b u c i o n e s  de  p r o b a b i l i d a d  du / 1 ) , n f e N /
t n n n •
q u e  de t c rm i n a n , a su ve z ,  el c o n t r o l  ô p t i m o  - O *  en el p r o b l e m a  o r i ­
g i n a l  en la c l a s e  de  los c o n t r ô l e s  b a s a d o s  en un  p r o c e s o  m i n i m a l  
su f i c i en t e .
n
s e a  ^ ( x ^ u  ) - y   ^ " k ^ G 1 c o s t e  de c o n t r o l  de l  p r o b l e m a
k - 0
o r i g i n a l  c o n  u n  n u m é r o  fini to d e  e t a p a s .
R 1 o b j e t i v o  es m i n i m i z a r  R {^( x u )), q u e  t a m b i é n  se p u e d e  
e x p r e s a r  c o m o  R'^(F'*^(^{x*^u^)/t^u^) - R ^ ( ^ ^  t " u ^  ) ) . Si se t o m a  c o ­
m o  f u n c i ô n  d e  c o s t e  de c o n t r o l  e n  el p r o b l e m a  a s o c i a d o  e s t a  u l t i m a ,  
m i n i m i z a r  la e s p e r a n z a  de e s t a  es é q u i v a l e n t e  a m i n i m i z a r  la del p r o ­
b l e m a  o r i g i n a l  p a r a  un  o b j e t o  c o n t r o l  a d o  y un c o n t r o l  f i j o s .
Inter'esa q u e  el c o s t e  s e a  u n a  f u n c i ô n  de t i p o  é v o l u t i v e ,  e s ­
to s c d e m o s t r" a r- â a p a r t i r  de  la f o r m a  c o n c r e t a  del c o s t e  en el 
p rob lema o r i g i n a l .
0
k 0
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£ £ £ £ £ £ £ £
C o n  l a s  d o s  p r o p o s i c i o n e s s i g u l e n t e s  se s i m p l i f i c a  el c o s t e  
d e l  p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o .  La e x p r e s i o n  f i n a l  del c o s t e  
se e s p e c i f i c a  en u n  c o r o l a r i o .
P R O P O S I C I O N  I 1 1 ^ 7 ^ 1
E^( ( X u ) / t " u "  ) = E'*^(fl((xu )/t*^u*^) p a r a  k f n
/ k k k ' k k k
2 £ ? î £ £ £ £ £ £ i £ 2
Al s e r  t, =t, ,(t,y,  ^u, ) f u n c i ô n  m e d i b l e ,  se o b t i e n e
k + 1  k + 1  k k + 1  k
E"^( y ( ( x . u  ) / t " u " )  = E"^( ^. ( X. u ) / t^u*^y" u" ), d o n d e ,  p o r  c o m o -
k k k  F k k k  k + 1  k + 1
k + 1 ' ^ '^k+ l^k + 2
d i d a d  de no tac i ô n , y "  = ( y , y, . . .y )
" k + r ( " k + i " k + 2 -- % )
' f é k ' V k ’ ’’" ' ‘‘='k^ '=''“ '‘^ k , ) “ k,i*
X
A c o n t i n u a c i ô n  se d e m u e s t r a  q u e  e s t a  d i s t r i b u a i  ô n  no de-
p e n d e  d e  (yjj, j > •
^ , , , , k k n  n ( , k - 1  k k n n
P..(dk^/t „ = j ^ _ , P r ( d k / k  t u % . , y k , , l  •
X
. k - 1 k k n n 
• p r ( d x  /t n
■u k - l  k k n  n I k-] J
P r ( A / x  t u u y ) = p (A/x u ) p a r a  A €
k + 1  k + 1  k k - 1
o k -1 k-1 k n n ■" k -1 k-1 k n n
p p ' V -  ‘ ^k,i"k*i
k - 1 , k k n n ^
P r ( x  /t " yk., " k . / '
l k - 1 . ■ ■  •idem .....  dx
6 I
Y, a su v e z ,  c a d a  u n a  de e s t a s  d o s  d i s t r i b u c i o n e s  se c a l ­
cul a ;
xr k - l k - l  k n  n I d /  k - i  k - l k n  n
pr(h|,/« P j p r ( t ^ / x  t u .
„  , . / k - 1  k - 1  k  n n
, P r ( d y ^ / x  t  u y , , , , % . , )
^  , k -1 k - 1  k n n , . , .  .
p r ( t | ^ / x  t  ,1 y k . i % . , y p > ' P O t | , / \ _ j y | , U | , _ j )
jj k - 1  k - 1  k n  n  f  k - l k - l k n  n
P r ( d , V | ^ / x  t  "  y , , , i % „ ,  ‘  “  ^ k . l N . l ^ k ’ -
X
, k - l k - l k n  n , f  2 , .  , , 1 , ,  , k - 1
■ P r ( d x ^ / x  t  V, y „ , , % , , ,  l - ) P k < ' ' > ' k ^ ' ‘ k “ k - l " ’ k ' ' ‘ ' ' k ^ ’‘ “ k - l '
X
I " ,  k —I k —I k n  n , , k - 1
F,s d e c i r .  Pr(t, /x t u y u ) = P r ( t  /x t u )
k  k 41  k + 1 k k - 1  k - 1
"  k-t k - î k n  n -*^ k-l k n  n
p r ( t  / X  y y ^ , , ' ' k . , i P r O  /" y k . i " k . ,
k - 1  k -1 k n n
p r ( x  / t  "  y ^ , C - - -------------------------- -------------------------------------------------------------------------------
. . . .  i d e m  . . . . .  d x
i x " - '
^  k - 1 ,  k - 1  k n n ( " k - l k - l k n  n k - 1
' P i t  /X " y k , i " k n ' " J k - i ' ’'’'‘ " ^ k 4 i % * i ' ' ) •
k - 1  k - 1  II n n ( „  / . k - 1 ,  k - 1
p p ( d y  / X  ’  J k . j P O t  / y  u
/• k - 1 k — 1 k — 2 
P r  ( d y  /x u )
F sl a  u l t i m a  d e s i g u a l d a d  se b a s a  en q u e
, k -1 , k -1 n n k - 1  , 1 0  ^ „ , k-1 k-2 ^
P r ( t  /x u ) = Pr  ( t ^ / y  ) P r ( t ^ / y  u ) . . . Pr ( ^ y  u )
it — I k — I n n  2 , , , \ ^ / t ! \ ^ /J / \
■ ■"' k — I k — i k n  n k — I k — I k  — 2
F s d e c i r ,  P i ( t / x u y, u, ) - P r ( t /x u )
k + 1  k + 1
k l k n n , 1 , , 1 , , 0  1 k - 1
p . ( x  y , . , i - p „ i x „ ' p , < y , / y
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„ " / k - l k n  n ^ ^ , k - l , k - 2  
Y , p o r  t a n t o ,  P r ( x  / u  ) - P r (  x / u )
Se o b t i e n e ,  e n  r e s n m e n ,  q u e :
, . k  — 1 k — 1 k — 2 k — 1 k — 2
P r ( t  / x  u ) P r ( x  / u
" ,  k - 1  k - J  k n n k - 1  k - 1  k - 2
P r ( x  / t  u = --------------------------------------------------------------------------- = P r ( x  / t  u )
L . i d e m  . . . .  dx
x " - '
( X
k - 1
De donde se deduce que:
P r ( y x ' “ b|^ ^)Pr(x''-'/t''-\/-^
--------------- 1— ---------------------------  prcx'-VA.''-'
i . . .  idem . . . .  dxk - 1
E ( (^  ( X u ) / t " u "  ) = E(^, (x,u )/t*^u*^) p a r a  t o d o  k î n
' k k k  k k k
A s i q u e d a  d e m o s t r a d a  la p r o p o s i c i ô n .
P R O P O S I C I O N  I I I .7 .2
' ® ' / k ' ’‘k " k ' ' ‘k “ k'
B a s t a r i a  v e r  q u e  P r (x ^ / t  u ) = P r (x t ^ )
C o n s i d e r a n d o  (T( t ^ u ^   ^) c o m o  la m i n i m a  CT-âlgebra g e n e r a d a  
p o r  ( t ^ t ^  . . t|^u^u j) y  d e f i n i e n d o  a n â l o g a m e n t e  ) y Of t^ )
se  t i e n e  q u e  p a r a  t o d o  A e- :
P r ( A / t ' ‘ n ' " b .  E j  e | Ï ^ / d  ( y  (  /  T (  t ’ )}
E s t a  u l t i m a  d e s i g u a l d a d  es p o r  IT(t u )c lT(y*^u )
6 3
F j ^  /CT ( y II  ^ por la s u f i c i e n c i a  de t^
Como ^(|,^)c (T( *) se d e d u c e  que E
Ol t*^ u*^  ) -med i h l e y, pot- tan to:
F.jF.])f^/ir{ tj^) ( /r(t*^u'^“ S |  - K t^)j - P r ( A / t ^
A p î  q i i e d a  d e mo R  I r a d a  l a  p r o p o s i c i ô n .
C O W O L A R I O  I I I . 7.1
Como c o n s e c u e n c i a  de las dns propos i c i ones ante i'lores :
ÿ((t'\i") - F ( x"u " ) / t " u "  ) :r K""( ^  ~ t " u "  ) ^
k^O
- = ZlE(jl5j,(Xj^Uj^)/t’'u'') =
k-0 k=0
■ " 2IîC"=k''k’
k-n k..Q
^ n
Es decir, ^  (t'\u") ^ *^{ t^u^ )
k-0
El coste en el p r o b l e m a  de control a s o c i a d o  tiene la m i s m a  
forma que e n el p r o b l e m a  original.
8 ^ - _ T E 0 R E M A _ D E _ E X ^ S T E N C I  A _ D E _ U N _ C O N T R O L _ O P T I M O _ E N _ E I , _ P R O B L E M A
lina vez t: n us t ru i do el n u evo p r o b l e m a  a p a r t i r  del original,
Re e s l u d i n  bajo que h i p o t e s l s  se a s e g u r a  la e x i s t e n c l a  de un c o n ­
trol 'éptlmo entre todos I os posibics.
Rc exlgir.an dos h i p o t e s i s  adlcl o n a l e s :
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(A) P a r a  h o d a  f u n c i o n  g f C l g ( t ) p ^ { d t / t  ii ) r c  n ^ N
T n n — I n - I  T-!I
(B) Si li m  t, = t.^  p a r a  t o d o  k «  N, la m e d i d a  s o b r e
n - «  k k X
Fr(./t|^) c o n v e r g e  d e b i l m e n t e  a P r ( . / t ^ )
O b s e r v a c i o n
AI s e r  'Vi-1 ) Y P r  ( . /t^ ) p a r a  t o d o  n f N m e d i d a s
s o b r e  e s p a c i o s  m é t r i c o s . T  y X r e s p e c t i v a m e n t e , se p u e d e  e s t u d i a r  
la c o n v e r g e n c i a  d é b i l  d e  t a i e s  m e d i d a s  e s t u d i a n d o  la c o n v e r g e n c i a  
d e  1 os va 1 o r e  s d e  e s a s  m e d i d a s  s o b r e  c o n j u n t o s  p a r t i e n i  a r e s .
P o r  el t e o r e m a  1 . 2 . 5 ,  se a s e g u r a  la c o n v e r g e n c i a  d é b i l  de
a m b a s  m e d i d a s  si p a r a  t o d o  c o n  j u n t o  de  c o n t i n u i d a d  C e P  y A «  ,
se v e r i f i c a  lira p*( G / 1^ ) = p * ( G / t ^  u ^  )
k^«o n n - l n - l  n n - l n - 1
P a r a  t o d o  ( t , u ) « T  II
l i m P r ( A / t ' ) = P r ( A / t ^ )  . , , w. N
ta 1 q u e  lira (t ^ u ^ ) = ( t ^ u ^ )  n <  N 
k-ûo n n n n
P o r  d e f i n i c i ô n  d e  c o n v e r g e n c i a  d é b i l ,  se o b t i e n e  d i r e c t a -
m e n t e  la h i p o t e s i s  (A), y a  q u e
es é q u i v a l e n t e  a a s e g u r a r  la c o n t i n u i d a d  d e  la f u n c i ô n  j g ( t )p d t/.
T "
y la a c o t a c i ô n  es i n m e d i a t a .
As i p u e s ,  l a s  h i p o t e s i s  a d i c i o n a l e s  (A) y ( B )  se d e d u c e n  in-
m e d  i a t a m e  n te si se e x i g e  q u e  p a r a  t o d o  G t P  , K ^  ^  , c o n j u n t o s  de
c o n t i n u i d a d  de  la s  m e d i d a s  p *( . / 1 u ) y P r ( . / t  ) r e s p e c t j v a m e n -
n n - l n - 1  n
6 5
te y p a r a  t o d o  n «  N, s on f u n c i o n o s  c o n t i n u a s  en (t  ^u ^ ) y t
las m e d i d a s  p * ( n / 1 u ) y P r ( A / t  ).
n n - l n - 1  n
P R O P O S I C I O N  I I I . 8.1
El c o s t e  d e  c o n t r o l  d e l  p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o  es 
u n a  f u n o i o n  s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o  y a c o t a d a  p o r  a b a j o  si el 
c o s t e  de  c o n t r o l  del p r o b l e m a  o r i g i n a l  t a m b i é n  lo es.
Se s u p o n e  en  p r i n c i p i o  u n  n u m é r o  Fi n i  to de  e t a p a s .  
n
Se a fl(^(t/*u'^) = ^  t u  ) , e n t o n c e s  se a s e g u r a  la s e m i c o n -
k . n
tiniiidad p o r  a b a j o  y la a c o t a c i o n  p o r  a b a j o  si se d e m u e s t r a  p a r a
t o d o  t ,  u ) , k - 0 , n
' k k K
R e c o r d a n d o  la d e f i n i c i ô n  de  ( t, u, ):
k k k
P o r  d e f i n i c i ô n  de semi c o n t i n u i d a d , b a y  q u e  d e m o s t r a r  q u e
p a r a  u n a s s n c e s i  o n e s  ^t, , u ,kfe wi t a i e s  q u e  l i m  t, = t,
I k k ( n - »  k k
n 0
1 im u, = u
O..W k k se c u m p l  e
P o r  la b i p o t e  s is (B), y p o r  s e r  X y U e s p a c i o s  m c t r i c o s  s é ­
p a r a b l e s  y c o m p l e t o s ,  se p u e d e  a p l i c a r  el t e o r e m a  T . 2.3 y se
c o n c i n y e  q ue 1 im t " u "  ) -n lim lié ( x u" ) Pr  ( dx / 1" )
  k  k  k  - - - - - 7 ' k  k  k  k  k
n .* «a n ■» o» A
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L a  a c o t a c i o n  p o r  a b a j o  se s i g n e  de la a c o t a c i ô n  p o r  a b a j o
E n  el c a s o  g e n e r a l  es v a l i d o  lo a n t e r i o r ,  y a  q u e  se le ex i-
N N
g { a en el p r o b l e m a  o r i g i n a l  q u e  p a r a  t o d o  ( x , u ) ^  X U la s e r i e
y  ^ ^  f u e r a  c o n v e r g e n t e  y 
k = 0
pMk'^k ' -k ' l  ' ^  5 I ' '<Mk*’'k''k’l ' ‘ k“k'
k = 0  k = 0 '  k = 0
I
A s i  q u e d a  d e m o s t r a d a  la p r o p o s i c i ô n .
C o n s i d é r e s e  a c o n t i n u a c i ô n  el o b j e t o  de c o n t r o l  en el p r o -
N N
b l e m a  de  c o n t r o l  a s o c i a d o  m e d i d a  d e f i n i d a  s o b r e  (T ,P )
N
p a r a  c u a l q u i e r  u * U  .
Se a a d e m â s  u n a  s e c u e n c i a  d e  c o n t r ô l e s  j - ^ * * ^ ( . / t ) , n f e N |  ,
N N N
s u c e s i ô n  de m e d i d a s  s o b r e  (U , 0 )  p a r a  c u a l q u i e r  t « T  .
P a r a  c ad a u no de e s t o s  c o n t r ô l e s  Jj*" (./ . )  y  c o n  el o b j e t o
d I c o n t r o l  •/■) se c o n s t r u y e  u n  p r o c c s o  c o n t . r o l a d o  q u e  se di
n o t a r â p o r ( ? f " ^ " ) € T ' ^ u ' ^ ,  d o n d e  ^ ' - - ) 6 T i , n g N
2" i . n . N
L E M A  I I I . 8.1
Si l as d i s t r i b u c l o n e s  m a r g i n a l e s  del p r o c e s o c o n t r o l a d o
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^J^),k o ,  t, .. I c o n v e r g e r !  a la d i s t r i b t i c i ô n  m a r g i n a l  del 
p r o c e s o  c o n t . r o l a d o  i ^  ' ^ k  ^ , k - 0 , 1 , . . ^ y se c u m p l e  la c o n d i c i o n ( A )
se v e i ' i f i c a  e n t o n c e s  q u e  el p r o c e s o  c o n t r o l  a d o  ( gT ^ ) ^ T  U c o r ­
r e s p o n d e  al o b j e t o  de  c o n t r o l  . /. ) y d e f i n e ,  p o r  t a n t o  , un
c o n t r o l  ( . / . ) .
D e m o s t r a c  io n
P o r  la c o n v e r g e n c i a  d e  la s  d i s t r i b u c i o n e s  m a r g i n a l e s ,  se 
t i e n e  q u e  p a r a  t o d o  k « N , g f .  y g ^ :
l i s  'f<ifk-,7k-,'
C o m o  a d e m â s  se v e r i f i c a  q u e :
- M  | » k ' ‘ " ’k < ‘' t / ï k - t 2 k - i ' V ' i i k . , 7 L , ' '
T
Y, p o r  la h i p o t e s i s  (A), el l i m i t e  de  e s t a  e s p e r a n z a  eu a n d o
es: F. (
PoI c f i m p a r a c i ô n  d e  las d o s  i g u a l d a d e s  a n t e r i o r e s ,  
u a l q u i i c r  k t N , (f ( ^ y g t C ^ ,  de a q u i  se d e d u c e  qu e
' " | ' k ' ) k ' ^ ( k - , : i k _ , '  " K ' ‘ ’>’k'''‘ ^ « k - i ï k - i ’ p » "
y, por co nsi gui en te, para todo G t P, Er(t|^éG/Xj^  ^2 ^   ^) =
- P ^ ( g / Y [ *  1 ) y el p r o c e s o  c o n t r o l a d o  ( %, ) e v o l u c i o n a  p o r  u.,
k K — I k 1 /
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T E 0 R E M A _ I O ^ 8 ^ 1
C o n  l a s  h i p o t e s i s  a d i c i o n a l e s  (A) y  (B), s i e n d o  U c o m p a c t e ,
q u e  se e x i g i a  al p r o b l e m a  o r i g i n a l ,  y s i e n d o  T y U e s p a c i o s  m e t r i -
c o s  s e p a r a b  les y c o m p l e t o s .  Si t ^  u ^  ) es u n a  f u n c i ô n  s e m i c o n ­
t i n u a  p o r  a b a j o  y a c o t a d a  p o r  a b a j o , e x i s t e  u n  c o n t r o l  ô p t i m o  p a r a
el p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o  en la c l a s e  de 1 os c o n t r ô l e s  a d m i -
s i b 1 e s .
H a y  q u e  c o n s t r u i r  u n  c o n t r o l  q u e  m i n i m i c e  R ^  (IT,?)
p a r a  un o b j e t o  c o n t r o l a d o  f ij o .
A 1 se r  a c o t a d a  p o r  a b a j o ,  d a d a  u n a  s u c e s i ô n  | c R  q ue
c o n v e r g e  a 0, e x i s t e  u n a  s u c e s i ô n  de c o n t r ô l e s  " de  f o r m a  que:
,?)) = ^ n r  E(^"'(a',2)) +
A c o n t i n u a c i ô n  se d e m u e s t r a  q u e  la s  d i s t r i b u c i o n e s  m a r g i n a ­
les del p r o c e s o  c o n t r o l a d o  , 2  ) c o n v e r g e r  a la d i s t r i b u c i ô n
m a r g i n a l  d el p r o c e s o  c o n t r o l  a d o  ) •
P a r a  e l l o  se c o m p r u e b a  p r i m e r o  q u e  es d é b i l m e n t e  c o m p a c t a
la f a m i l i a  de d i s t r i b u c i o n e s  ( p * ( . / t u ) , t g K ,u, A  B /
( k k-1 k - 1  k-1 k- l  k-1 '
d o n d e   ^ c  T p a r a  t o d o  k es u n  c o m p a c t o ,  al i g u a l  q u e  II.
E n  e f e c t o ,  d a d a  u n a  s u c e s i ô n  |t u (, al s e r  K y U
l k - i k - J \  k-1
c o m p a c t e s ,  se s e l e c c  i o n a  u n a  s u b s u c e s i ô n  c o n v e r g e n t e :
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P o r  l a  c o n d i c i ô n  ( A )  s e  o b t i e n e  q u e :
n  . n .
P a r a  (; o d o g c c ^  1U :  [p"=k’Pk''’S ^ ^ ^ " k £ ’ ■ ( e ' ‘ k>Pk'‘' ‘ k^C-iVi'
d , ,0 0
Es d e c i r ,  *'k^''^*'k ]'*k Y 1 « f a m i l i a
es d é b i l m e n t e  c o m p a c t a .
P o r  el t e o r e m a  1 . 2 . 4  y al s e r  T  un e s p a c i o  m é t r i c o  s e p a r a ­
b l e  y c o m p l e t o ,  d a d a  u n a  s e c u e n c i a  d e  c o m p a c t e s  en T ,  K  ^ ^
t a i e s  q u e  t g K . ,t € K y d a d o  f > 0 :
0 0 K — 1 k — 1
pJJ(K^) ^ 1 - £ /2
p , ; ^ i ( \ _ / \ _ 2 " k _ 2 )  ^ ^
e x i s t e  un c o m p a c t o  K c T ta] q u e  p*( K / 1 u ) ^  1 - 6 / 2
k k k k - 1  k-1
de f o r m a  q u e  PrJ Jf” g , . . , ô" € ^ { l - £ / 2 ^ S  P r{ ï'" € K ^  , . . ^
^..........  ^  ^ 2 2 4 ; T )  '
i =rO 2
T e n i e n d o en  c u e n t a qu e  U es c o m p a c t o  y q u e  p a r a  t o d o  6 >  0 
Pi’l îfjjc ^ "  ^k ^ "^ k '^k ^  ^ ^ ^ P ^ r a  t o d o  k t N
y c o n s i d e r a n d o  q u e  T y U so n  e . m . s . c .  se u t i l i z e  de n u e v o  el m i s m o
teorcima r c f e r i d o  a n t e r i o r m e  n (, e y se c o n c l u y e  q u e  el c o n  j u n t o  de
N N
d i s t r i b u c i o n e s  m a r g i n a l e s  d e f i n i d a s  s o b r e  T U es d é b i l m e n t e  c o m ­
p a c t o  y, p o T' t a n t o  , p a r a  la s u c e s i ô n  {(3 ? ) , n «  n | c . T U , del 
c o n j u n t o  de d i s t r i b u c i o n e s  m a r g i n a l e s  se p u e d e  ex t r a c  r u n a  s u b s u ­
c e s  i ô n  c o n v e r g e n t e .
70
L V a m a n d o  a 1 a s e c u e n c i a  a s o c i a d a  a 1 l i ­
m i t e  de la s u b s u c e s  i o n  c o n v e r g e n t e  de las d i s t r i b u c i o n e s  m a r g i n a ­
l e s ,  se d e m u e s t r a  m e d i  a n t e  el l e m a  a n t e r i o r  q u e  d i c h a s e c u e n c i a  
c o r r e s p o n d e  al o b j e t o  de  c o n t r o l  y, e n  c o n s e c u e n c i a ,  e x i s ­
te  u n  c o n t r o l  ^  ^  d e  f o r m a  q u e  E- (<^*(3,2)) = E ( JT^  2 ) ) y  p o r
d e f i n i c i ô n  de  1 os  c o n t r ô l e s  se c o n c l u y e :
E 2 " ) ^ T n f  E T/ 2  ) + 6  ^  ; t o m a n d o  l i m i t e s  s ô l o  p a r a
la s u b s u c e s i ô n  c o n v e r g e n t e  se t i e n e  q u e  E ^  ü g ) f I n f  T, )
Jj*
y se d e m u e s t r a  as i  q u e  J/* es el c o n t r o l  ô p t i m o .
l ^ Z  C O N S T R U C C I O N  D E L  C O N T R O L  O P T I M O  E N  E L  P R O B L E M A  DE C O N T R O L  
A S O C I A D O
E n  e s t e  a p a r t  a d o  se l l e g a r â  de  f o r m a  c o n s  t r u c  t i v a  al c o n ­
t r o l  ô p t i m o  y  se d e m o s t r a r â  a d e m â s  q u e  es no a l e a t o r i z a d o  y d é p e n ­
d e  e x c l u s i v a m e n t e  d e l  u l t i m o  v a l o r  d e l  p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i  e n t e
t en  c a d a  e t a p a .  
n
Se c o n s i d e r a n  t o d a s  l a s  h i p ô t e s i s  r e f e r i d a s  a lo l a r g o  del 
c a p i t u l o  i n c l u y e n d o  l a s  d o s  h i p ô t e s i s  a d i c i o n a l e s  de la s e c c i o n  8.
S e a  7l* el c o n j u n t o  d e  c o n t r ô l e s  p a r a  el n u e v o  p r o b l e m a
de  c o n t r o l  a s o c i a d o  y  s e a  ( n €  N) el c o n j u n t o  de c o n t r ô l e s  p a r a
t ..t u ..u f i j o s .
0 n 0 n
Se d e f i n e  t ..t u . . u ) - I nf E ( r f ^(t,u)/t - 1 , . , u -u 1
n “ 0 — n — 0 — n ^ ^ ^ n  ' 0 — 0 n — n
7 1
y  (.) r e p r é s e n t a  el m i n i m o  c o s t e  e s p e r a d o  c u a n d o  el s i s t e m a
h a é v o l u e i o n a d o  h as ta la e t a p a  n - é s i m a  a t r a v é s  d e  (t ..t u ..u )
- 0  - n - 0  - n
Se a F ( t , u ) - ^  é*( t n ) m = 0 , 1 , . .
m ~—  k k
k -ra
De e s t a  d e f i n i c i ô n  se d e d u c e :  F ^ ( t , u )  - ^ ^ ( t , u )  y la r e -
1 a c i ô n  F (t,u) - d *  (t u ) t- F (t,u) m = 0 , l , . .
m ' m m m  m 4 1
Al s e r  (t. Il ) , n €  N un p r o c e s o  de M a r k o v  c o n t r o l  a d o , 
n n
M(r n
s ô l o  d e p e n d e  de  t y  u y t i e n e  s e n t i d o  d é f i n i r :
m -1 m -1 '
ly f t  u ) = I n f  . E' ^fF ( 3  2 ) / y  - t  : a  =u )
< m - l  m - 1 m-J m ^ 6m - l  m-1 c m - 1  m- 1
i/&92
Asi Se d e d u c e  que 
n
U ~ n 97 # '
î ^ f t  , . . , !  u ..u ) -= Inf E ^ {d  ^ ( t , u ) / t  -t . . u u ) - 
n ~ 0  — n — O — n 0 — 0 n — n
k ^ O
- y ~  ,^* f^ t u ) I (P ( t u )
f— - ' k - k - k  ' n — n— n
k - 0
T e n i e n d o  en client a, v e r  ap t  do. I.b del t e o r e m a  1 . 4 . 3 ,  que 
e v e r i f i c a  la r e l a c i ô n :
i n ' ' o -  -"n' * î  L  l ' ‘o ' ' 1 %  ' ' “ n . 1 * 't  04 1
I t u y e n d o  en a m b o s  m i e m b r o s  la e x p r e s i ô n  a n t e r i o r ,  se tien e :  
n niJ
r ^ k ( \ " k ^  ' ^ n < ^ n ” n ’ " ! 1 ^  ^  *^ n 4 I ^  n ’ f. " M
n T n+l 0
-  é l ^ k ' \ " k '  * J.i'” ' 1 ■
n T nil'
p *  (dt /t u )
n+l n 4 1 n n
72
Y c o m o  c o n c l u s i o n :
^  (t u )= f I n f  u ) +1^ ( t u ) i p ’*' (dt / t u )
' n n n J^u  ^| /n + 1 n + l  n+ l  'n+l n+ l  n + l  I n + l n+l n n
E s t a  e x p r e s i ô n  r e l a c i o n a  1 os j ^  ,n ( N^, el o b j e t ii v o  es 
*
e n c o n t r a r  el c o n t r o l  q u e  a s e g u r a  el c o s t e  m i n i m o  e s p e r a d o  ^  , don-
d »  ' I  ' " f
'T 0 
O b s e r v a c i o n
L a  s e c u e n c i a  (t u ) , n €  N V  es f u n d a m e n t a l  e n  la c o n s t r u e
' 'n n n (
c i ô n  d e l  c o n t r o l  ô p t i m o .  ^ Se p u e d e  a s e g u r a r  la u n i c i d a d  d e  t a l c s  
f u n c i o n e s ?  P a r a  d e m o s t r a r l o  se n e c e s i  ta el s i g u i e n t e
En  las c o n d i c i o n e s  i n i c l a i e s , se a s e g u r a  q u e
l i m  S u p  y  ( t , u )  - 0 
m-»» T., u ' m
D e m o s  t r a c  i ô n
Se d e m u e s t r a  p r i m e r o  q u e  l i m  ( t^ u ) = 0 p a r a  ( t , u )  €7*^1)m *'1 ri| m
I n f
N N
N N
U
P o r  d e f i n i c i ô n ,  ^  ( t u ) =  E (F , ( 1^  9 ) / X = ^  0 = u  ), d o n d e
'm m m  m + 1 m m cm m
^ % “ y ~   ^ y ' c o n v e r g e r  l a  s e r i e  p a r a  ( y  2,)^ T
m +1
se d e d u c e  q u e  l i m  </f(ï, 7, ) = 0 p a r a  ( Y  % )& T U y, p o r  c o n s i -
m «#» *—  ' K " K'-jt
m + 1 ^ ^
g u i e n t e ,  li m  (t u ) = 0 p a r a  t o d o  ( t , u ) « T  n
m "O. ' m m m
S u p o n i e n d o ,  s i n p é r d i d a  de  g e n e r a l i d a d ,  q u e  ^  0 al s e r  a -
c o t a d a  p o r  a b a j o ,  se d e d u c e  q u e  ) 0 p a r a  t o d o  m < N ,  y, en el
c a s o  q u e  l i m  S u p  ( t , u )  / 0 s é r i a  p o r q u e  e x i s t e  5^ ^  0 t a 1 q u e
m-«» t , u  m
7 3
li m  Sup ( 1 , Il ) y, en e s a  h i p ô t e s i s  f a l s a ,  p a r a  c u a l q u i e r
t a t q u e  0 < ^  e x i s t e  n ^ ^ N  tal q u e  p a r a m ^ . n ^
|.,p f  II:,") > a’
P o r  d e f i n i c i ô n  de s u p r e m o  , d a d o  <7 de f o r m a  q u e  0 « a
a r a  c u a l q u i e r  m 3 n , e x i s t e  (t u ) ( T U  t a i e s  q u e  Ÿ  ( t u ) > 5 "  /
0 - m - m  m - m - m  '
im (f ( t u ) > 5 > 0 f  q u e  se c o n t r a d i c e  co n :  1 i m f  ( t u )-0 p a r a  (t,u)
-4» m — m — m m*» m m m
A s i  q u e d a  d e m o s t r a d o  el l e m a .
P R n i ^ 0 S l C I 0 N _ I £ ^ ^ 9 ^ 1
r.a s u c e s i ô n  de f u n c i o n e s  (t u ) , m < N f d e f i n i d a  a n t e r i o r -
f m m m
e n t e  es iinica.
Si e x i s t i e r a  o t ra s u c e s i ô n  en la s  m i s m a s  c o n d i c i o n e s ,  es
e c i r , Y" , ( 1 , u ) = f t n f ( ^  t u ) -f Y' ( t. u ) ) p^ ( d t / t u )
- m - l  m - 1 m - 1  1 u m m m  — m m m  m m m-1 m-1
T m
lim S u p  Y  ( t , u ) r- 0
m -«« t ,, u — m
n n d o  (t 11 le T-Il ( ( t tj ) - Y' ( t u if
m - 1 m-l I — m -1 m- 1  m - 1 m - 1  m- 1  m - 1  I
InCfd u ) 4 Y  i t u ) ) - 1 n f ( /  ( t  II ) 4 ( t u ) ) J p ^  ( d t / t u  , )}s
II / m  m m  -m m m  u m m m  ' m m m f m  m m-1 m-l /
m m I
-  I ( S up  /  Y*  ( t II ) -  y'  ( t u ) (  p ’^ f d t  / t  u , ) /  <
5- 17 II I — m m m  m m m l  m m m - 1  m -1 / "
|r /
.  f ? u p j "jK ( t  u ) -  (p ( t  u ) /
( ft h I m m m  m m m /
y m m ' '
Es ilecir, p a r a  t o d o  (t u ) g T U
m - 1  m - 1
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' ' t , U
I t e r a n d o  el p r o c e s o ,  se l l e g a  a:
I | Y „ 0 , . . l - » ; ( t , u ) |  p a r a  N ,  m
T o m a n d o  l i m i t e s  c u a n d o  N --»»*» se c o n c l u y e ,  p o r  a p l i c a c i o n
de l  l e m a  a n t e r i o r ,  q u e  Y  ( t u ) - (P ( t u 1 p a r a  t o d o
m - 1  m - 1  m - 1  ^ m - 1  m - 1  m- 1
m ( N y (t u . > 6  T U .  
m - 1  m - 1
A s i  se d e m u e s t r a  q u e  la s e c u e n c i a  V  (t u ) ,m g N es û n i c a .
m m m
O b s e r v a c i o n
El c o n t r o l  o p t i m o  d e p e n d e r â  d e  e s t a  s e c u e n c i a ,  p a r a  de t e r -  
mi n a r l  o , se d i s t i n g u i r â  el c a s o  de u n  n u m é r o  fin i  to de e t a p a s  
del c a s o  g e n e r a l .
C O N S T R U C C I O N _ D E L _ C O N T R O L _ O P T I M O _ ^ _ C A S O _ F ^ N I T O
m
S e a n  m las e t a p a s ,  es d e c i r ,  J^**(t,u) = ^  t ^ u ^  )
k = 0
P o r  d e f i n i c i ô n ,  ^  ( t ,u ) = 0 ya  q u e  F ( t , u )  = 0
m m m m +1
P a r a  t o d o  n = 0 , 1 , . . , m - 1
V ' f t u . l ^ f l n f ^ r f ^ f t  u ) + Y  , ( t , u ) [ p ^  (dt / t u )
n n n J u lf n+l n+ l  n + l in+J n+l n+l | nil n+l n n
T n + 1 '
P a r a  n - m - 1 , al s e r  ^^--0, se t i e n e :
y  ( t u ) = [  I n f  I d*{ t u ) i p 
'm-1 m - 1  m - 1  1 u f^m m m f
( d t / 1 u ) 
m m m - 1  m - 1
y al s e r  t u^) u n a  f u n c i ô n  s e m i c o n t i n u a  p o r  a b a j o  y a c o t a d a  
p o r  a b a j o ,  p o r  el l e m a  1 . 2 . 2  y  t e n i e n d o  en c u e n t a q u e  U es corn-
7 5
p a c t o ,  Rç d e d u c e  q u e  e x i s t e  u n a  f u n c i ô n  B o r e l
^  ■ (r,P) - » ( B , (3) tal que Inf ( t u ) l = d ( t , ( t ))
'm u f ' m  m m ( 7 m  m m m
m
y ( t u ) f d*( t , t ) ) p ^ ( d t  / 1 u )
m-1 m-l m- 1  7 ' m m m m m m m - 1  m-1
T
D e s p u é s  se d e m u e s t r a  la s e m i c o n t i n u i d a d  de  la f u n c i ô n
(t ,u ). P a r a  v e r  e s to h a y  q u e  d e m o s t r a r  la c o n v e r g e n -
m - 1 m-1 m-1
^  k k
c i a  d é b i l  de la s e c u e n c i a  d e  m e d i d a s  p ( . / t  u ) a la m e d i d a
m m - 1  m — 1
p ^ ( . / t  . u ) c u a n d o  ( t^ u ) -,---» (t u ^  ). E n  e s t e  p u n -
m m-1 m-1 m-1 m - 1  k-*** m - 1  m-1
to se p r é c i s a  de la h i p ô t e s i  s a d i c i o n a l  (A) y se d e m u e s t r a  de
f o r m a  a n a l o  g a a c o m o  se hi 7 0  en  el t e o r e m a  I t l . 8 . 1 .
I t e r a n d o  t o d o  e s t e  p r o c e s o  se a s e g u r a  la e x i s t e n c i a  d e  u n a  
s e c u e n c i a  de f u n c i o n e s  B o r e l  ( l J , l i ) , n - 0 , l , . . , m ^  q u e
d a n  iiigar al s i g u i e n t e  t e o r e m a :
TEOREMA I I I^ 9_^ l
I,n s e c u e n c i a  d e  c o n t r ô l e s  ^u^ - ( t j ^ ) , k = 0 , l , . . , m |  d e f i n e
un c o n t r o l  ô p t i m o  no a l e a t o r i z a d o  en el p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o ­
c i a d o .
D e m o s t r a c i _ ô n
Sen ^  un c o n t r o l  a d m i s i b l e  c u a l q u i e r a .
Si j ( 2^ l , n n , . . , m I es el p r o c e s o  c o n t r o l a d o  g e n e r a d o  p a ­
ra m I  p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o  p o r  el o b j e t o  de c o n t r o l  y el 
conltrol X7, s c t i e n e :
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m- l
'"-(" - 'Zr /k(Vk)* '; f iC(»n,?™>}'irp-Tm-i?o-•?«,-,'> =
o &m
m - l  y
= E- ) + Y'; . ( ÿ . 2 , ) ) ^  • . • ( I d e m  ) . . . ^ ^  p a r a  9?^
4— /k k ^  k ' m - 1  m - 1  m - 1  -
0
El p r o c e s o  de  i t e r a c i ô n  a n t e r i o r  se e f e c t û a  t o m a n d o  el in- 
? m - ? m - l  2 o
C o m o  la s u c e s i ô n  de d e s i g u a l d a d e s  a n t e r i o r e s  se c o n v i e r t e n  
e n  i g u a l d a d e s  p a r a  la e s t r a t e g i a  d e  c o n t r o l  q u e  a I c a n z a  1 os s u ­
c e s  i v o s  i n f i m o s ,  d i c h a  e s t r a t e g i a  es la o p t i m a  y es la c a r a c l e -  
r i z a d a  p o r  las f u n c i o n e s  . ) , k = 0 , m  ^ .
Se ha  ob t e n  id o  asi q u e  e x i s t e  un c o n t r o l  q u e  v e r i f i c a :
E ( V ? ) )  = Y  f E “ ( ^ ^ ( r 2 ) )  p a r a  t o d o  ^  € 9 7 ^
Y y a  e s t a  d e m o s t r a d o  el t e o r e m a .
A P R O X I M A C I O N  D E L  C O N T R O L  O P T I M O  EN E L  C A S O  G E N E R A L
Al c o n s t r u i r  la s e c u e n c i a  y||^ ,n = 0 , . . , m  en el c a s o  f i n i t e ,
se p a r t i  a de ^  (t u )=0 p o r  s e r  F ( t , u ) - 0 .  A h o r a ,  s i n c m - 
m m m  m +1
oo
b a r g o ,  es to no e s  c i e r t o  al s e r  F (t, u )  - 5  ( t u  ) p a r a
m + 1 *---- k k k
m + 1
c u a l q u i e r  m <  N y no  p o d e r  g a r a n t  i z a r  q u e  la s e r i e  r é s u l t a n t e  
s e a n u 1 a .
oo
P e r o  en el c a s o  g e n e r a l  se v e i a  q u e  la s e r i e  ^  ^ ( t^u^ )
k = 0
N N
e r a  c o n v e r g e n t e  p a r a  t o d o  ( t , u )  € T U . P o r  c o n s i g u i e n t e ,
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pa rn ciirtlquier 6 ^ 0  se pviede d e t e r m  i n a r  u n  n t N  tal q u e  p a r a
—  J *  — N N
I () do m ^ n 2  y k ^ k k ^  ^ p a r a  t o d o  ( t , u ) 6 T U y t r u n c a n d o  el
m+1
p r o b l e m a  en la e t a p a  se p u e d e  e n c o n t r a r ,  s l g u i e n d o  el m i s m o
p r o c e s o  q u e  en el c a s o  f i n i t e ,  u n  c o n t r o l  f - o p t i m o .
O b s e r v a c i o n
A p a r t i r  de un  p r o b l e m a  de c o n t r o l  en i n f o r m a c i o n  i n c o m p l e -  
ta y de I a e x i s t e n c i a  de  u n  p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  t p a r a  
el p r o c e s o  b a s i c o ,  se ha c o n s t r u i d o  un p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o ­
c i a d o  en i n f o r m a c i o n  c o m p l é t a .  Ai r e s o l v e r  e s t e ,  se re sue 1 ve
el p r o b l e m a  o r i g i n a l  p o r  se r  los c o s  tes de a m b o s  p r o b l e m a s  t a l e s  
q u e  en m e d i a  c o i n c i d e n .  El c o n t r o l  ô p t i m o  d e p e n d e  en c a d a  e t a ­
pa n del e s t a d i s t i c o  m i n i m a l  s u f i c i c n t e  t d é f i n i  do p o r  el p r o ­
c e s o  m i n i m a l  s u f i c i c n t e  t y es, a d e m â s ,  no  a l e a t o r i z a d o .
P a r a  r e s o l v e r ,  p u e s , el p r o b l e m a  o r i g i n a l ,  b a s  tara de t e r ­
m i n a  r un p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  p a r a  el p r o c e s o  b â s i c o  y 
r e s o l v e r  el p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o ,  q u e ,  p o r  lo re f e r i do 
a n t e  ri n t me n t e , d é t e r m i n a  un c o n t r o l  ô p t i m o  en  la c l a s e  d e  c o n ­
t r ô l e s  b.a s a d o s  en un p r o c e s o  m i n i m a l  su fi ci e n t e  y, p o r  el t e o r e ­
ma d e  comple t i t i i d ,  es el c o n t r o l  ô p t i m o  p a r a  el p r o b l e m a  o r i g i ­
nal len i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a .  »ei//
#
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BE C O N T R O L _ E y N E A L _ E N _ I N F O R M A C y O N  I N C O M P L E T A
1 ^ - _ 5 U M A R y O
E n  e s t e  c a p i t u l o  TV se a p l i c a r a n  lo s  r e s u l t a d o s  o b t e n i d o s  
en el c a p i t u l o  a n t e r i o r  a un p r o b l e m a  d e  c o n t r o l  en i n f o r m a c i ô n  
i n c o m p I e t a .
En la s e c c i ô n  2 se p 1 an t e a  d i c h o p r o b l e m a ,  q u e  es el del re
g u l a d o r  l i n e a l  c o n  c o s t e  c u a d r â t i c o  y las d i s t r i b u c i o n e s  de p r o ­
b a b i l  i d n d  q u e  d i s t o r s i o n a n la e v o l u c i ô n  del s i s t e m a  y las o b s e r -  
v a c i o n e s  s o n  n o r m a l e s  de par-â m e t r o s  c o n o c i d o s .
En  la s e c c i ô n  3 se e n u n c i a n ,  s i n d e m o s t r a c i ô n , las e c u a c i o -
n e s  de  r e c u r r e n c i a q u e  r e s u e J v e n  el p r o b l e m a  de c o n t r o l  y la e x ­
p r è s  iôn del c o s t e  m i n i m o  e s p e r a d o .  El m é t o d o  de  d e t e r m i n a c i ô n  
de e s t a s  e c u a c i o n e s  es  e 1 d é s a r r o i l a d o  en el l i b r o  de As  t ro m  y 
c o n s t i t u y e  u n a  m o d i  f i e a c i ô n  del f i l t r o  de K a l m a n  c l â s i c o .
T a m b i é n  se e n u n c i a n  en e n t a  s e c c i ô n  u n o s  l e m a s  de  c a l c u l o  
m a t r i c i  al q u e  se ra n  de  u t i Ii d a d  a lo l a r g o  del c a p i t u l o .
En la s e c c i ô n  4 se c o n s t r u y e  el p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a ­
do e n  i n f o r m a c i ô n  c o m p l é t a ,  d o n d e  el e s t a d o  de l  s i s t e m a  en c a d a  
e t a p a  es eI e s t a d i s t i c o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  d e t e r m i n a d o  p o r  el 
p r o c è s  e m i n i m a l  s u f i c i e n t e  p a r a  el p r o c e s o  b â s i c o .
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La r e s o l u c i ô n  d e  e s t e  p r o b l e m a  c o n c r e t o  s e r v i r a  no s ô l o  c o ­
m o  a p l i c a c i ô n  de los r e s u l t a d o s  t e ô r i c o s  o b t e n i d o s  c o n  a n t e r i o - 
r i d a d , s i no p a r a  d a r  un n u e v o  e n f o q u e  de l  f i l t r o  de K a l m a n , y a  
q u e  en el p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o  s u r g e n  la s  e c u a c i o n e s  de 
e v o l u c i ô n  d e l  e s t a d i s t i c o  s u f i c i e n t e  y c o i n c i d e n  c o n  las e c u a c i o ­
n e s  c 1 as i c a s  d e l  F i l t r o  d e  K a l m a n .  E s t o  es  d e b i d o  a q u e  el e s ­
t a d i s t i c o  s u f i c i e n t e  m i n i m a l  p a r a  el e s t a d o  d e l  s i s t e m a  c o i n c i ­
d e  c o n  la p r o y e c c i ô n  d e  e s t e  s o b r e  el e s p a c i o  v e c t o r i a l  d e t e r m i ­
n a d o  p o r  las o b s e r v a c i o n e s  e n  c a d a  e t a p a  en el p r o b l e m a  d e l  r e - 
g u l a d o r  l i n e a l  c o n  d i s t o j s i o n e s  s i g u i e n d o  la d i s t r i b u c i ô n  n o r m a l ,
Se d e m o s t r a r â  e n  la s e c c i ô n  5 q u e  l os c o n t r ô l e s  ô p t i m o s  en 
c a d a  e t a p a  s o n  i g u a l e s  p a r a  a m b o s  e n f o q u e s ,  asi c o m o  los c o s  tes 
m i n i m o s  e s p e r a d o s .
2 . -  P L A N T E A M I E N T O  D E L  P R O B L E M A  D E  C O N T R O L
S e a  el s i s t e m a  g o b e r n a d o  p o r  la e c u a c i ô n  en d i f e r e n c i a s
e s t o c â s t i c a :  x =fljx + P u  + v  n - 0 , l , . . , N
n+ l  ' n n n
y = ® x  + e  n = 0 , l , . . , N
don d e  N es el n u m é r o  de e t apas, x^e R*” , u^ e R , y^ g y
^ v ^ ,n = 0 ,. . ,Ny ^ e ^ ,n = 0 , . . ,NI son s e c u e n c i a s  de v a r i a b l e s  ale a to -
ri as i n d e p e n d i e n t e s  n o r m a l e s  de  m e d i a  0 y c o v a r i a n z a  R ^ y  R ^ r e s p ,
I.as m a t r i c e s  P , 9 , R ^ , R ^  t i e n e n  d i m e n s i o n e s  c o h e r e n t e s  y  no 
se v o l v e r â  a h a c e r  r e f e r e n c i a  a e s t a s .
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(.as v . a .  e y v s o n  i n d e p e n d i  e n t e s  e n t r e  si y r e s p e c  to a
X . El e s t a d o  i n i c i a l  x cs u n a  v.a. n o r m a l  de m e d i a  " m " y 
n O
e o V a r i a ri z a T?
0
Se s u p o n e , a d e m â s ,  q u e  las m a t r i c e s  R ^ , R ^  s o n  s e m i d e f i n i ­
d a s  p o s i t i v a s  y R ^ es d e f i n i d a  p o s i t i v a .  P o r  c o m o d i d a d  de  n o ­
ta c i é n , se i n d i c a r â  c o m o  R ,R t 0 y R > 0
0 1 - ^ 2
El c o s t e  de  c o n t r o l  es:
N-1
'■ - f ) '’°" Q p - Q i  ) ° y ^ 2 ^ °
i - 0
Re pi a n t e a el p r o b l e m a  de la s i g u i e n t e  f o r m a :  E n c o n t r a r
un l'on II o I a d m i s i b l e  (u u ..u ) p a r a  el s i s t e m a  d e s c r i t o  p o r
0 I N-1
las e c u a c i o n e s  a n t e r i o r e s  de  m a n e r a  q u e  se m i n i m i c e  la e s p e r a n ­
za de) c o s l e de  c o n t r o l  1, .
Al s e r  u n  p r o b l e m a  de c o n t r o l  e n  i n f o r m a c i ô n  i n c o m p l e t a ,
no es c o n o e i d o  el e s t a d o  del s i s t e m a  en  c a d a  e t a p a  x , s i no q u e
s ô l o  se c o n o e e u n a  f u n c i ô n  del m i s m o  y ^  d i s  t o r s i o n a d a  p o r  u n a
v . a .  p . En e s t a s  c i r c u n s t a n c i a s  se c o n s i d e r a n  c o n t r ô l e s  a d - 
n
m i s i b l e s  a (| u c I los q u e  d e p e n d e n  de los v al o r e s  o b s e r v a d o s  h a s t a
el i n s t a n t e  a c t u a l  y ,y , . . ,y ,u ,u , . . , u
0 1 n O l  n — l
A L C U N n S L E M A S D E C A E C U L O M A T R y C I At
L E M A _ y y ^ 2 ^ 1
D a d o s  I os v e c  to r e  S u « R ,xêr'*' y  l a s  m a t r i c e s  S <  ^
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T « * / ^  ^ , d o n d e  S > 0 y  s i m é t r i c a ,  se v e r i f i c a  la s i g u i e n t e  i g u a l -
-1 -1 -1 
d a d ;  u 'Su + 2 u 'Tx = ( u + S  T x ) ' S ( u + S  T x ) - (T x ) ' S (Tx)
L E M A  I V . 2 . 2
D a d a s  las m a t r i c e s  K , B f  , , C ^ y s i e n d o  A y C
m , m  m , k  k . k ' '
i n v e r t i b l e s ,  se v e r i f i c a  la s i g u i e n t e  i g u a l d a d :
-1 -1  - 1 , - 1  - 1 - 1  -1 
(A + B O B ' )  = A - A B ( C  + B ’A B) B ' A
L E M A _ r y _ ^ 2 ^ 3
D a d a s  l a s  m a t r i c e s  ( c o h e r e n t e s  c o n  la d i m e n s i o n  ) , (K , B ,
r , y d o n d e  B es s i m é t r i c a ,  se v e r i f i c a  la  i g u a l d a d :
(Q^ + ^ ' ( b '^ + T Q g ^ r '  ) = ( 0 j + ^ ' B ÿ g  - çi’B P ( 0 ^ + p ' B r ) "  V
3 . -  R E S O L U C IO N  D E L  P R O B L E M A  P O R  M E D I O  D E L  F I L T R O  PE K A L M A N
Se o b  t i e n e n  la s  s i g u i e n t e s  e c u a c i o n e s  q u e  c a l c u l  an p a r a  c a ­
d a  e t a p a  n , n = 0 , N  el c o n t r o l  u q u e  m i n i m i z a  el c o s t e  e s p e r a d o :
P = ( ( R + n = l , 2 . . N
n 1 ' n — 1 f 6
x ^  = m + R ^ 0 ' ( 0 R p 9 '  + Rg )  ^( y^ - 8 m )
r O g  V '  n = 0 , l . . N - l
L - (Q + P ' S  P)"V'S d  n ^ O ,  1 , . . ,N
n 2 n + l n +1 ^
u = -L X n = 0 , l , . . , N - l  
n n n
8 3
4 ^ - _ n E S 0 r U C I  ON p E L _ P n O B L E M A _ A S O C y A D O _ E N _ y N F ; O R M A C I O N _ C O M P L E T A  
C O N S T R U I D O _ A  £ A R T I R _ D E L _ P R O C E S O _ M I N I M A L _ S U F I C y E N T E _ P A R A
R E F 2 2 2 2 L ^ 2 i 2 2 _ 2 2 t _ £ 5 2 2 t I 2 ^
E] o b j e t o  de  c o n t r o l  se d e f i n e  de la s i g u i e n t e  f o r m a ;
) : H  ( m . R ^ )
El c o s t e  de  c o n t r o l  se a j u s t a  a las h i p o t e s i s  del c a p i t u l o  
III, <l„„de
' *1;%^ * "k^z-k k = 0,l,,.,N-l
2 2 ^ 2 I 2 2 2 2 I 2 2 _ 2 2 2 _ 2 2 2 2 2 2 2 _ £ I 2 I 2 ^ 2 _ 2 2 I i 2 I 2 2 I 2
P a r a  e l l o  i n t e r e s a  c o n s t r u i r  u n  e s t a d i s t i c o  m i n i m a l  s u f i c i e n ­
te t p a r a  x en la d i s t r i b u c i ô n  P r  ( y "u "
P o r  la e q u i V a l e n c i a  de la d e f i n i c i ô n  de s u f i c i e n c i a  de F i s ­
h e r  y la b a y  c s i a n a , b a s  ta e n c o n t r a r  t ta] que
P r ( x  /y "u " ') - Pr(x*^/t ) y p o r  la p r o p o s i c i ô n  I I I . 3 .2 b a s  -
ta con que Pr(x /y u*^  ) - Pr(x / 1 ).
n n n
P a r a  cl p r o b l e m a  p l a n t e a d o  se d e m u e s t r a  qu e  la d i s t r i b u c i ô n
P r ( x  /y*^u ), n 0 , 1 . . N  es u n a  n o r m a l  de m e d i a  ^  y m a t r i x  de
c o v a r i a riz a P  . En ta I c a s o ,  la d i s t r i b u c i ô n  q u e d a  d e t e r m i  n a d a
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p o r  e s t e s  d o s  p a r â m e t r o s  y se d e f i n e  a si el e s t a d i s t i c o  s u f i c i e n ­
te t - ( W  p  ) p a r a  n = 0 , l , . . , N .  A d e m â s ,  t es un  e s t a d i s t i c o  
n / n n n
m i n i m a l  s u f i c i e n t e  al s e r  la d i s t r i b u c i ô n  n o r m a l ,  p o r  lo q u e  
se p u e d e  c o n s t r u i r  el p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o  s e g û n  lo 
v i s t o  e n  el c a p i t u l o  a n t e r i o r .
A c o n t i n u a c i ô n  se d e m u e s t r a  q u e  l a s  d i s t r i b u c i o n e s  P r ( x  / y " u "
s o n  n o r m a l e  s de m e d i a  u  y  m a t r i x  de  c o v a r i a n z a  P  ,
/ n n
Se c a l c u l  an  t a m b i é n  l a s  e c u a c i o n e s  de r e c u r r e n c i a  q u e  r e - 
l a c i o n a n  en c a d a  e t a p a  n el e s t a d i s t i c o  t^ c o n  el c o r r e s p o n d i e n - 
te d e  la e t a p a  a n t e r i o r  t^  ^ , la u l t i m a  o b s e r v a c i o n  y ^  y el u l ­
t i m o  c o n t r o l  u^ q u e  c a r a c t e r i z a n  al p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e .
E n  t o d o  el c a p i t u l o  se b a r â  u s o  de l os l e m a s  d e  c â l e u l o  m a -  
t r i c i a l e s  de  la s e c c i ô n  2 s i n n e c  es i d a d  d e  r e f e r i r s e  a e l l o s  d i - 
re c  t a m e n t e .
P R O P O S  I C I 0 N _ i y ^ 4 ^ 1 .
L a  d i s t r i b u c i ô n  P r ( x ^ / y ^ )  es n o r m a l  A/^4^ , )
D e m o s t r a c  i ô n
Al s e r  Pq ) y p|^ ( x ^  ) d i s t r i b u c i o n e s  n o r m a l e s ,  se t i e n e :
= x p ( - l / 2  ||yg - 0 " o l l  R - '  )
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p N x ^ )  D< exp(-l/2 II x^ - m ||^-1 )
0
P o r  el t o o r e m a  de B a y e s ,  P r ( y ^ / x ^ )  Of p^  ( y ^ /x  ^  ) p ^  ( x ) Of
X  <-xp(-i/2( IIy ,  - * l ^ o  ' "'Hr-'*’
' ' 2  0
D é s a r r o i  1 a n d o  o o n v e n i e n t e r n e n t e  las i g u a l d a d e s  m a t r i c i a  I e s : 
'" o '  ' ' " p  - - ® ’‘o ’ "
' '"o -'"n' * ♦ 9'"2''’o ”  ’'"0 * * '
. ( X - (R  ^ + 0'R ^9 )  ^( R  ^m + 0' R V  )) + R e s  to ( n o  d e p e n -
" ” ^ ^ d e  de X I
Es d e c i r ,
n. ( x „ / y „ l  « e x p ( - l / 2  II X„ -
Y 1 1 a m a n d o - ( R ^  + 0  ' R ^  9  )
A  " * 9 ’r 2 ' ' o >
S p l i p n e  d e m o R l r a d o  q u e  P r ( x ^ / y ^ )  ; /* ( )
P R O r O S ^ C  I_0N_J_V^4^2
I.as d i s t r i b u c i o n e s  P r i x  /y u "  ^) s o n  n o r m a l e s  A/( i! , P  ) p a -
n ■ / n n
r a 1 I) d o n - 0 , 1 , . . , N y se c u m p l e  la s i g u i e n t e  r e l a c i ô n :
r~„' -
■■ r „ ' r \ ' y ,  *  I " ,  • ' ' Y A - I  * / ’ % - ! '  " ’ • ■ . . . N
D e m o s t r a c i ô n
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P o r  la p r o p o s i c i ô n  a n t e r i o r ,  q u e d a  d e m o s t r a d o  el c a s o  en
. n — l n — 2
q u e  n - 0 .  P o r  i n d u c c i o n ,  si se s u p o n e  q u e  P r ( x ^  ^/ y  u ) es
u n a  d i s t r i b u c i ô n  fP { M , P ):
/ n - 1  n- 1
P o r  el t e o r e m a  de B a y e s ,
, n n -1 , , n - l n - 1 ,  , n - l n - 1
P r  ( x ^ / y  u ) tx P r ( y ^ / x ^ y  u ) P r  ( x ^ / y  u ) , y e s t a s
d i s t r i b u c i o n e s ,  q u e d a n :
, , n — 1 n - 1  2
P r ( y ^ / x _ _ y  u ) = P „  < >
n - 1  n - 1 ,  („ / / , ^  . , n -1 n- 2
P r ( x  /y u ) = \ P r ( x  /x u ) P r ( d x  /y  u ) =
n / n n - 1  n-1 n- 1
X
= (P (X /x u ) P r ( d x  /y "  ^u "  ^ )
J n  n n - l n - 1  n- 1
d o n d e  P r ( x ^ _ ^ / y " - ^ " " ^ )  «X e x p  ( - 1 / 2 || x^  _ ^  “ A - | ^ - l
P a r a  e s t u d i a r  la d i s t r i b u c i ô n  de (x /y u ) se c a l c u l a  p ri 
m e  ro la d i s t r i b u c i ô n  P r ( x  / y ” u " ) q u e  r é s u l t a  de  i n t e g r a r
r e s p e c t e  x ^   ^ e 1 p r o d u c t o
P r i x  /x u i P r l x  / y "  ^u "   ^) of e x p  1 -1 /2 j|| x - d x  - P u  -1
n n - l n - 1  n - 1  IH n n- 1  n - #  ^  +
* I h n - l - y S - . l p - * ,  )
A c o n t i n u a c i ô n  se t r a n s f o r m an las i g u a l d a d e s  m a t r i c i a l e s
* ' % _ !  - - A - 1 >  =
' " n  -Pn-l  - F - n . i »  = - / / f , - !  "  / " n - , "
2
1
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4 ( X . ~ P  4 ^ ' P  , ( X — A4 
n-1 / n - 1  ' n-1 n-1 / n - 1
- 1
-— 1 — 1 , , _ — I
n., ,n-, - n - . ' / ' M "  f f/n-1 V  % / '= (x ,- i r
I
i ,
Al i n t e g r a r  r e s p e c t o  x d e s a p a r e c e r â  el p r i m e r  s u m a n d o
n-1
y a q u e  l'etermina la f u n c i ô n  de d e n s i d a d  de  u n a  d i s t r i b u c i ô n
,-l , - 1 , - 1  , -1
n o r m a l  ( e m e d i a  M  + (P d) d'P ( x - d u - Au ) y
/ n - 1  n - 1 / 1 F r j n V i i -1 n- 1
m a t  ri 7, f e c o v a r i a n z a  {P   ^ +(/'n d)
n-1 ~ 1 '
1.0 ; do s  s u m  and os q u e  q u e d a n  se r e a g r u p a n  p a r a  da r :
-''"n-,
Es d e c i T : E r ( x  /y" * u" ')--Pr(x / u  P  u ) Ké U  +/*u
n ' n y/n - 1 'n-1 n-1 T/ n-1 n-1
•I",
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A h o r a  ae p u e d e  c a l c u l a r  la d i s t r i b u c i o n  P r ( x  / y " u ^  ^ ):
P r ( x  / y " u "  ^ ) (X P r ( y  /x u ) P r ( x  / y "  ^)=
n n n n - 1 n
= P r ( y  /x u ) P r ( x  /t u ,) = P r ( x  /t  ^y u )
n n n - 1  n n - l n - 1  n n - l n n - 1
D e s a r r o l l a n d o  l a s  m a t r i c e s  d e  f o r m a  a n a l o g a  a c o m o  se h i z o
a n t e r i o r m e n t e , se l l e g a  a:
P r ( x  / y " u "   ^ e x p  ( - 1 /2 |j( ( X - u ) ' ( P  ) ^( x  - / * ) ) )
n H n / n ' n  n / n
,-l . _ - l -  , , » I . - 1
As 1 se c o n c l u y e  q u e  P r  ( x^/y"u"^  ^) : H  )
C O R O L A R I O  I V . 4 . 1
En  las e c u a c i o n e s :
A  * fo‘ %'"  * 0'"2‘^o'
se p u e d e n  s u s t i t u i r  l a s  e x p r e s i o n e s  R ^  y (R^ ^  ^ po
- 0 ' R ^ 9  y P   ^ - 0 ' R ^ 8  r e s p e c t i  v a m e n t e  d a n d o  l u g a r  a
E s t a s  d o s  e c u a c i o n e s ,  j u n t o  a:
^ 0  = ' " o '  * 9 'r ; ’9 ) - '
r„ = 9'"I'o '
y t e n i e n d o  prescrite q u e  t^ = { , p ^ ) , n  = 0 , I , . . , N  r e p r e s e n t  an las
e c u a c i o n e s  de  r e c u r r e n c i a  q u e  c a r a c i e r i z a n  a) e s t a d î s t i c o  m i n i ­
mal s u f i c i e n t e t en  F u n c i 6 n de t ,y y u
n n - l n n - 1
O b s e r v a c i  o n
En  la e c u a o i é n  r é c u r r e n t e  de P  ,n - 0 , . . , N no  i n t e r v i e n e n
' n
la s  o b s e r v a c  i o n e s  y 1ns c o n t r ô l e s ,  p o r  1o qu e  se p u e d e n  d é t e r m i ­
nai' t o d o s  e l l o s  p r e v i a m e n t e  al p r o c e s o  d e  o b s e r v a c  i on y c o n t r o l
E s t a  p r o p i e d a d  s i m p l i f i c a  1 os c a l c u l e s ,  y a  q u e  se p u e d e  c o n ­
s i d é r a i ’ c o m o  e s t a d î s t i c o  m i n i m a l  s u F i c i e n t e  a M , n = 0 , . . , N .
A c o n t i  n u a c i o n  se c o n s t r u i r a  el p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a -  
do  en i n f o r m a c i é n  c o m p 1 e t a ,,i en q u e  el e s t a d o  del si sterna v i e n e  
d e f i n i d o  p o r  el p r o c e s o  m i n i m a l  su Fi ci e n t e  t y el c o n t r o l  es el 
m i s m o  q u e  cl del p r o b l e m a  o r i g i n a l  u.
P o r  la o b s e r v a c i o n  a n t e r i o r ,  se c o n s i d é r a  c o m o  p r o c e s o  b a s i ­
ez o e n  e s t e  n u e v o  p r o b l e m a  a , n - 0 , . . , N  Ç . El o b j e t o  de c o n -
n - 1 n — 1
t r o l  e s t a r â  d e t e r m i  n a d o  p o r  las di s t r i b u c i  o n e s  u )
y el c o n t r o l  v e n d r a  det, e r m i n a d o  p o r  las d i s t r i b u  c l o n e s  
P r ( u u ) si e n d  o ^ / ^ , n - 0 , . . , N ^  v a l o r e s  c o n o c i d o s .
El p r i m e r  p r o b l e m a  c o n s i s t e  e n  d c t e r m i n a r  las d i s t r i b u c i o n e s
a s o «c i a d a s al o b j e t o  de c o n t r o l .  P o r  la c c u a c i ô n  de r e c u r r e n c i a
p a r  a ju , en q u e  A* t 'fiA y u ), si se p u d i e r a  c o n o c e r  
/ n /  n n /  n - 1‘ n n - 1
I
i  ,
! I
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P r ( y  I UL u ) se p o d r i a  c a l c u l a r  P r ( u  / u ).
n / n - 1  n - 1  /  n / n - 1  n -1
D e m o s t r a n d o  e s o ,  se t i e n e  q u e  el p r o b l e m a  d e  c o n t r o l  a s o -  
c i a d o  d é t e r m i n a  u n  p r o c e s o  c o n t r o l a d o  de  M a r k o v .
Se p r e c i s a r a  u n  l e m a  de c a l c u l o  m a t r i c i a l  y c a l c u l a r  d i s -  
t i n t a s  d i s t r i b u c i o n e s  a s o c i a d a s  al p r o b l e m a  a n t e s  de  d e t e r m i n a r  
el o b j e t o  d e  c o n t r o l .
L E M A _ I V ^ 4 ^ 1
C o n  la n o t a c i o n  s e g u i d a  h a s t a  a h o r a ,  se v e r i f i c a :
E£Ül£®Jt£££l.£Iî
+ « R ^ 9 ' R 2 ^ 8 ( R ~ ^ + 9 ' R ~ S ) ~ ^ R ~ ^  - 0( ( R ^ ^ + 8'R ~ ’e +
< R„ B'R~^ 0 (r”  ^f 9’R~^ 9 )"%~S = 9((IhR.9’R"^ 9 ){r“^+O'R~’0)'’r”S -
U 6 U u V/ ^ u ^ V/
= 0(R^(R'\g-R~^0 )(r^^+0’r‘^0)“ r^"S = 9(r^ir“S  = 9
A s î  se ha  d e m o s t r a d o  el lem a .
D I S T R I B U C I O N  DE Yp 
P r ( y ^ )  j p r ( y ^ / x ^ ) P r ( d x ^ )
Al s e r  P r ( y ^ / x ^ )  e x p ( - l / 2  || y ^  _ 9 x ^ j | ^ - l  )
2
P r ( x ^ )  0< e x p ( - l / 2  |{ x ^  - m||^-l )
0
d é s a r r o i  1 a n d o  1 os e x p o n e n t e s ,  de f o r m a  a n â l o g a  a c o m o  se ha h e c h o
9]
h a s t a  a h o r a ,  se o b t i e n e :
I 'R ’ ’ ( y „ - 9 x „ ) - A " ô ' ’'o '
- " ^ " 0 ' ” ' ’' o ’ '" 2 ' ® %  ' ’ ^ a ' ^ o  - =
-  ’' ; " ' n ‘ * « ' " 2 ' ” ’' o  -  *  " ' " o ' "  *  =
= (* - ( R ~  * 9 ' R ' ^  r ‘ (r ' ’m* 8 ’R~ y ) ) ' (r “ * 0' r P 9) ( • . . i d e m  ...) -
0 0  2 0 2 0  0 2
- <Rij’"" 9 ' R ” 'y„) ' (Rji' < 9 ' R ' ' e r * ( R “ 'm* f f R ^ ' y ^ )
'  " ' " o ' "  '
AT i n l e g r a r  r e s p e c t o  a se é l i m i n a  el p r i m e r  s u m a n d o ,  y 
qiieda el r e s  t o , q u e  se p u e d e  p o n e r  c o m o :
" ' " o ' "  '  ' ■ ; " 2 ’ ' ' o -  -
' ' " ô f " ô ‘ ' » ' " 2 ' » ' “ ’" ô ' "  - "•''o"2'’ * " ô ’ ‘ "'"2 ' ' " ’ ' ‘" ô ' ” =
» Rest:o (no d e p e n d e  de y ^ 1 -
- y n ( " 2  '  ^  ^ ^ =
"  ^ +
t n e s t o
P o r  el l e m a  d e  c â l c u l o  a n t e r i o r  la e x p r e s i o n  es i g u a l  a:
( y ^ - 0"* ) ' ( R ^  I 0 R ^  9' ) ( y ^ - 9 m  ) f R e  s t o
F. s d e e i r ,  y ^  ( 9 m  , ( R ^  + 9R ^ 9  ' ) )
A I s e r  - m + 9' R^ ^  (.Y^ - 9  m)
Se t i e n e  q u e  y/^ : / / ( m  , R^ ^ ( R^ + 9 R^ 9  ' ) R g ^ 9 / ^ )
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A c o n t i n u a c i o n  se s i m p l i f i c a  la e x p r e s i o n  de V a r ( ) 
P R O P O S I C I O N  I V . 4 .3
D e m os t r a c  i o n
S u s t i t u y e n d o  Q 'R^ = P  ^  - R^  ^ , q u e d a
* - r„%‘ >"ofô‘V " ô ‘f’o» = ' ’o - f ’o"ô‘A
= * " o  - r „ -  r „ - r o \ - ' r „  = %  - r„
C o m o  se p r e t e n d i a  d e m o s t r a r .
C O R O L A R I O  I V . 4. 2
D I S T R I B U C I O N  P r ( x  /t u )
y  se t i e n e :  P r ( x / x  u ) 6 < e x p ( - l / 2 | f x - r f x  - A j  II ^ - 1  )
n n - l n - 1  ' n I n-1 n - iW R ^
D e s a r r o l l a n d o  la s  f o r m u l a s  m a t r i c i a l e s  de  f o r m a  q u e  se e - 
l i m i n e  el s u m a n d o  q u e  a g l u t i n a  los t e r m i n e s  q u e  d e p e n d e n  de x  ^
se o b t i e n e :
(Se om i t e n  e s t o s  d é s a r r o i l o s  p o r  s e r  a n â l o g o s  a lo s  v i s t o s )
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.( i d e m  I - '
F. 1 i (It i n a nd o p o r  i n t o g r a c i o n  el p r i m e r  s u m a n d o  y r e ag r up  a n d  o 
el r e s I; o , q u e d a ;
- 2 ( x  - p u  )'R ' V ( r f ' R . V  + P ^  )  ^P  } yU + R e s t o ( n o  d e p e n d e  x ) 
n n-1 1 ^ ^ 1 n-1 n - l / n - 1  n
. ( i d e m  ) i Re s  to 
A p l i e a n d o  de n u e v o  el lem a  I V . 4. 1  se o b t i e n e :
( " , . < i p _ , ^ o R ; V ( r ; ; £ - 5 ( i M r V F V ; ; £  - ^
Y se c o n c  I II y e P r ( x / t u ) - A/ ( ^  /t , t Pu » ( R . + )n n - l  n - 1  ' / n - 1  n - 1  1 '  ' n - 1  r
n r s T R I B O C I O N  Pr (y / t ii )
X
De f o r m a  s i m i l a r  a la d i s t r i b u c i o n  a n t e r i o r ,  se d é s a r r o i  1 an 
las miatriees y se a p l i c a  el l e m a  I V . 4.1 p a r a  J l e g a r  a:
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D I S T R I B U C I O N  P r ( M / ^  u )
--------------------/ n~/n-1~n — 1 —
P a r a  t o d o  n = 0 , l , . . , N  ^ 9’« â  ^ ( y ^
+ fil ,))» y c o n o c i d o s  /«. v u  , la un i c a v . a .  es y , y d a d o  
n — 1 / n  — 1 n — 1 . n
q u e  P r ( y  /t u ) es u n a  di s t r i b u c  ion n o r m a l  c u y o s  p a r â m e f c r o s  
n n — 1 n “ 1
s o n  c o n o c i d o s  ( v e r  a p a r t a d o  a n t e r i o r ) , se c o n c l u y e  q u e  s i g n e
u n a  d i s t r i b u c i ô n  n o r m a l  c u y o s  p a r a m è t r e s  so n :
" ' A '  ■ > ‘A - i  
' ' “ ’■ ' A *  °
S u s t i t u y e n d o  ~ ^  ~ ^ se t i e n e ;
" ' ■ ' A V v . - i  A - i »  ' A Y ( i ( A _ i * / ’u „ _ j . r „ 0 ' ' > ; ‘ o 2 * 9 < r ; ; ' - s ’ i < ; 0  ) ■ '  
. e ’ ) n - ‘ 9/>„)
A c o n t i n u a c i o n  se s i m p l i f i c a  la e x p r e s i ô n  de  la v a r i a n z a .  
P R O P O S I C I O N  I V . 4 .4
D e m o s  traci^ôn
* r „ 9 ' R ; ‘ 9 ( R , ^ ^ / ; ; _ , 5 # ' ) g ' R ; 0 / ;
- 1 -1 -1 
S u s t i t u y e n d o  9 ' R  ^ 0  = -  ( R  ^ ^ ^ '  )
-1 -1
y 1 l a m a n d o  A =  ^ ^ ^ / n - 1 ^   ^ - 9' R^ 0 )
- 1 ^  -1 -1 
se o b t i e n e  y  R V  = P  - A
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C o n  1.0do e s t o, la e x p r e s i o n  a n t e r i o r  q u e d a :
- r ( r ’' - A “ ’ )p  t n  (p'"’- A “ S A ( p “ ^ - A " S r  =
n ' n  ' n ' n n ' n n
" r r V  - P  A"^  p + ( I-r A~’) (Af“V - A A ~  V  ) =' n ' n  n n n n n ' n  n
- /; - ' " - fn 1  '  '’n " - C '
' - r„ .
Asi q u e d a  d e m o s t r a d a  la p r o p o s i c i ô n .
C0  5TR 2 E _ C £ H I 5 ^ & _ ^ f f _ E k _ £ ! ! £ 2 1 E M £ _ R K _ C O N T R O L _ A S O C I A D O
H a y  qu e  t r a n s f o r m a r  el c o s t e  de c o n t r o l  en el p r o b l e m a  o r i ­
g i n a l  de ma ne ra qu e  d e p e n d  a de l  p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  t y 
del c o n t r o l  u y q ue en m e d i a  c o i n c i d a n  a m b o s  p a r a  q u e  m i n i m i z a r
la e s p e r a n z a  de  u n o  sea é q u i v a l e n t e  a m i n i m i z a r  la del o t r o .
N N-1
A p a r t i r  de d {x u ) ^ 5  aJ.lx.u )  ^ 5 ( x Q  x . + u Q u . ) +
J J 4 - %  .1 I J J 2 jj - 0  j = 0
' A A A
N
So d c F i n e  d( t u ) - S  rf.(t.u,), d o n d e  c a d a  . . )
j T o  ’ J J
se d e f i n e  a su v e z  c o m o  t , u , ) = I ( x . u . ) P r ( d x . / t . u . ) ,  y  re -
' j  d .1 Y  3 d d d d J
c o r d  a n d o  que P r ( x . / t . u . 1 = P r ( x . / t . )  = p a r a  j - 0 , . . , N
d d d d d / I  d
se c o n c l u y e  q u e  p a r a  to d o  j - 0 , l , . . , N - l  :
t . II . 1 =. f(x',0,x. I u 0 „ u  . ) P r  ( dx . / 1 .u . ) =
 ^ d d d d I d d 2 d J J d
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( x g X .Pr( dx . / *«. r. ) + u'. Q - U .  
/ .1 1 .1 .1 y  .1 .1 .1 2 .1^ J 1 J J /  J J
Y r e c o r d a n d o  la f o r m u l a  de la e s p e r a n z a  de u n a  f o r m a  cua-
d r â t i c a ,  se o b t i e n e :
e<*. ( t . u . )  = ix'.Q M  + u'. Q u. + t r ( Q  P. ) j = 0 , 1 , . . ,  N-1 
' J J J / J 1/j J 2 J 1 J
S^n ' ‘ n“n’ - A V n *
O b s e r v a c  i o n
A la h o r a  de  b u s c a r  el c o n t r o l  ô p t i m o ,  y t e n i e n d o  en c u e n - 
ta q u e  P  ,n = 0 , . . , N no  d e p e n d e  de los c o n t r ô l e s  tornados en  c a d a
e t a p a ,  se p u e d e  c o n s i d e r a r  c o m o  c o s t e  de  c o n t r o l  la f u n e  i o n  :
M a s  a d e l a n t e  se i n c o r p o r a r â n  los t e r m i n e s  q u e  d e p e n d e n  de
R E S O L U C I O N  D E L  P R O B L E M A  D E  C O N T R O L  A S O C I A D O
Se t i e n e  a h o r a  p l a n t e a d o  t o t a l m e n t e  un  p r o b l e m a  de  c o n t r o l  
en  i n f o r m a c i é n  c o m p l é t a  en  q u e  el e s t a d o  d e l  s i s t e m a  ( p r o c e s o  
b â s i c o )  e s  el p r o c e s o  m i n i m a l  s u f i c i e n t e  t. En r e a l i d a d ,  s o l o
se c o n s i d é r a  de t la  c o m p o n e n t e  y x , d e b  i do a las c o n s i d e r a c  i o- 
n e s  r e a l i  z a d a s  r e s p e c t o  a P  .
La  de t e r m i n a c i 6 n  de l  c o n t r o l  é p t i m o  se h a r a  p o r  m e d i o  d el 
p ri ne i p i o de  o p t i m a l i d a d  de B e l l m a n .
Al s e r  u n  p r o c e s o  c o n t r o l a d o  de M a r k o v , se d e f i n e  p a r a
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c a d a  u n n  d e  las e t a p a s  ( p, ,u . ) , j = 0 , l , . . , N - l  c o m o  el c o s t e
.1 /  .] J
e s p e r a d o  m i n i m o  q u e  se a n a d e  a 1 p r o c e s o  a p a r t i r  de la e t a p a  j 
C O a n d o  se ha t o m a d o  el c o n t r o l  11 ^  y el u l t i m o  v a l o r  del p r o c e s o  
h a s i CO r s JA .
El c o s t e  t o t a l  e s p e r a d o  m i n i m o  s e r i a  K{ ) ) ) y
>*, ) r ,i - 0 » - • , N - 1 d e t e r m i n a r i a  el c o n t r o l  é p t i m o .
J / d
A c o n t i n u a c i o n  se c a l c u l a  p a r a  c a d a  e t a p a  la f o r m a  de e s t a s  
f i inciones (y*. ) , j =0 , . . , N - 1
E t a p a _ N
No h a y  qu e  d e t e r m i n a r  n i n g u n  c o n t r o l , p u e s t o  q u e  u^ no 
j n f l u y e  e n  el c o s t e  de c o n t r o l .
Su pu e s t o s  ly^ 1 ’ c o m o  u l t i m o s  e s t a d o  y c o n t r o l  r e s p e c -  
t i v n m e n t e ,  se c a l c u l a  el c o s t e  m i n i m o  e s p e r a d o  q u e  i n c o r p o r a  e s ­
ta u l t i m a  e t a p a :
^ N -  1 ^ / n -1 ’ ” n - 1^ ^ ^ y N ^ O y * N { / N - l " N - l  ^
I>e n o t  a n d o  p o r  II la v a r i a n z a  d e  { U- / la u ) p a r a  n = 0 , . . , N
n /  n /  n-1 n-1
se I e nd r i a P r { ij. / lA 'i ) = hf (d u. + Pu ,11 ) p a r a  n = 0 , . . , N
/ n  /Ti-1 n-l ' 1/^1 - 1 n- 1  n
lie e s t a  f o r m a ,  p o r  la f o r m u l a  de  la e s p e r a n z a  de un a  f o r m a
cuadlrati ca se o b t i e n e :
1 ^ / n - 1 ’'*N-1  ^  ^ ^ 0  Y y ^ N - 1  ^ ^ " N - 1   ^ ^
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> j  J <
Se d e m o s  t r a r a  p o r  i n d u c c i ô n  q u e  p a r a  c u a 1 qui er j = 0 , . . , N - 2
N
<P. (ù. .U.) = ( ^ « . + P u . ) ' T .  (^iz. + Ai.) + y ~  tr(T, H, )
' j / j j  J J J + 1 V J  J ^  k k
d o n d e  T = Q
N 0
Tj = ( Q ^ +  ) V  ) J = 0 , 1 , . . , N - 1
l.a h i p ô t e s i s  d e  i n d u c c i ô n  es c i e r t a p a r a  j = N - l  
Si se s u p o n e  p a r a  j + 1 :
 ^ N
/ j o S / j O  > i  o f  £.2 7/0 0  * r  ‘- < W  '
' i " ' / " j o " ’2 * ' ' £ . 2 ' ’' " j O  ' " £ o r £ . 2 7 / j o '  *
£ . 2 7 ' / o o  * ^  ‘ - ' V k '  ^
' 5 " ' / ' ” o O * ' ‘' 2 * ' ' £ . 2 ' ’’' ‘'’' £ , 2 7 / ' j . 1 ' ' £ ' / ’’£ o 2/’>' "  -
T j o ' 7 ' £ . 2 ' ' " ' 2 * r £ o / ' ' ' ' 0 ' £ . 2 7 ) / j o  '
* / j o ' £ ' 7 ' £ o 7 / j o  ' r ‘ - ' W
J
Al s e r  Q > 0 ,  si T. ) 0 se d e d u c e  q u e  (Q + r ' T ,  P ) > 0
2 j f 2  2 J 4 2
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y el f n r i m o se a l c a n z  ari'a p a r a  ii. +(Q + p ' T .  P) p ’ 1 . i>u.. =0
j f l  2 j 12 j + 2 » / j + l
Y l\ 0 p a r a  t o d o  j = 0, . . , N , y a q u e  la e v o l u c i ô n  de  T ^ en
-1 -1 -1
f u n c i ô n  de T .^ ^  e s  T . =  (0 ^   ^^ j  ^   ^ ^   ^ ^ ) Y al s e r  p o r
h i p ô t e s i s  0 ^ , Q ^  y s e m i d e f i n i d a s  p o s j t i v a s ,  y  d e f i n i d a  p o s i ­
t i v a  se c o n c l u y e  q u e  T . ÿ O y, a d e m â s ,  s o l o  e x i s t e  u n  v a l o r  de
u. q u e  a l c a n z a  el i n f i m o ,  y es u. = - { Q  + /»'T . p) ^ r ' T .
J 11 J + 1 2 ,1^2 j + 2  V j  + 1
As î  se h a  a n u l a d o  el p r i m e r  s u m a n d o ,  y a g r u p a n d o  los o t ro s 
s u m a n d o s  y a p l i c a n d o  el l e m a  I V . 2 . 3  se o b t i e n e :
P o r  c o n s i  gui e n t e ,
N
J + 2
y  a l  s e r  P r ( l ^ .  / u . u . )  -  } / { d  u , + P\3 , , H , ) s e  o b t i e n e :
/  J + t /  J J V  J J J + 1
N
N
Y f î c r â  (p. ( M . . n . ) ^ (é U.+Pn .) ' T . ( r f u  . + Tu . ) + 5 ”  t  r  ( T H )
1 /  J J V j ]  J J + 1 V ^ J  J ^  k k
-  £  - £  ' * f £ ' r  ) " V
A s î ,  s e  c o n c l u y e  e l  s i  g u i  e n t e  
C 0 H 0 t A R _ [ 0 _ l  V ^ 4 ^ 4
Se h a  o h t c n i d o ,  no  s ô 1 o e l  c o n t r o l  ô p t i m o  e n  c a d a  e t a p a .
100
s i no  el c o s t e  m i n i m o  q u e  se a n a d e  a c a d a  e t a p a  c u a n d o  se t om a un
c o n t r o l  y se h a  o b t e n i d o  un  v a l o r  d e l  p r o c e s o  b â s i c o :
T. = (Q^ + ^ r O g  V '  j = 0 , l , . . . N - l
Ij = (Qg + j = 0 , l , . . . N - l
n f  = /». ) = - L . W .  j = 0 , l , . , , N - l
J J /  J J/ J
C O S T E O P T I M O  e s p e r a d o
N
El c o s t e  m i n i m o  e s p e r a d o  e s  ^  = E ( I n f  (y«^ , u^  ) ) , qu e ,
p o r  un  d é s a r r o i l o  a n â l o g o  al a n t e r i o r ,  es i g u a l  a:
N N
m ' T ^ m  + t r ( T ^ H ^ )  + Y ”  tr(T, H, ) = m ' T m + 5 "  tr (T D )
I 0 0 0 A—  k k O Y — - k k
1 k = 0
C 0 R 0 L A R l 0 _ r V j ^ 4 ^ 5
El c o s t e  m i n i m o  e s p e r a d o  de l  p r o b l e m a  de  c o n t r o l  as oc i ado 
e n  i n f o r m a c i ô n  c o m p l é t a  es, d e s p u é s  d e  a R a d i r  los t é r m i n o s  c o n s ­
t a n t e s  q u e  n o  a l t e r a b a n  lo s  c â l c u l o s ,
N N - 1
Ç â =  "’"'’o'" ^ 5 Z t r ( T ^ , l ^ )  + tr(Q^/Jj) + 5 Z l r ( Q ^  
k = 0  k = 0
5. C O M P A R A C I O N  DE  L O S  R E S D L T A D O S  O B T E N I D O S  P O R  A M B O S  E N F O Q U E S
O b s e r v a n d o  las e c u a c i o n e s  de r e c u r r e n c i a  q u e  d e t e r m i n a n  los 
c o n t r ô l e s  ô p t i m o s  e n  c a d a  e t a p a ,  se c o n c l u y e :
10)
I n s  r c i i a c i o n e a  de r e c u r r e n c i a  p a r a  P .V P  s o n  las m i s m a s ,
n n
a) igu a l  q u e  las de  y T^.
Al s e r  los c o n t r ô l e s  ô p t i m o s  en c a d a  e t a p a  f u n c i ô n  de 1 ,
q u e  es la m i s m a  p a r a  los d o s  e n f o q u e s ,  y  de y  s e g û n
u = -l, X y u = -T. }A p a r a  n = 0 , l , . . , N - l  se d e d u c e  q u e  c o i n
n n n n n/ n
c i d i r ô n  si y s ô l o  si 5?^ y s o n  i g u a l e s ,  y es to es c i e r t o  al
s e r  i g u a l e s  las e c u a c i o n e s  de r e c u r r e n c i a  d e  a m b a s , s e g u n  se 
c o n c r e t  a e n  la s i g u i e n t e
t a s  e c u a c i o n e s  d e  r e c u r r e n c i a  p a r a  9. e n  el e n f o q u e  c l â s i c o  
y y* en el p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o ,  c o i n c i d e n  p a r a  el p r o ­
b l e m a  p r o p u e  s to en  la s e c c i ô n  2 de e s t e  c a p i t u l e .
££!52£.Ë£££A££
l.a e x p r e s i ô n  de los v a l o r e s  i n i c i a l e s  es: 
m , R ^ 0 ' ( 9 R p 9 ’ ' R g ) " \ y q  - 9 m )
/ n  '  ” '
V las r e 1 a c i o n e s r é c u r r e n t e s  de  x y /»■ :
n /  n
A  ■ i'A-i ' '’"n-1 ' f,9'n'‘iy„ -9I7A-1
Por e s t a  r a z ô n ,  y t e n i e n d o  en  eu e n t a  q u e  P = p  p a r a  t o d o  n, 
p a r a  d e m n s i r a r  la p r o p o s  i ci ô n es n e c e s a r i o  s ô l o  v e r  q u e  x^=yU^ , y
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-1 -1
p a r a  e s t o ,  b a s t a  d e m o s t r a r  q u e  9' ( 9 8 ^ 0 '  + R^ ) = ^ © ' R ^
E n  e f e c t o ,  ^  = ( R ’  ^+ 9’R ~  ^   ^  ^*^2  ^ ^
Y d e  a h 1 se d e d u c e  q u e :
- "'2*®''0®'’ ' ’®''0®'''2‘ '
L l a m a n d o  A = ( +  0 8 ^ 9 ' ) ,  q u e d a  0 R ^ 9 '  = A - R^ y , as i :
= ^0 ^ '  ■ A " \ A - R ^ ) R g S  = R q Q M R ' ^  - ( A " \ - A ' \ g ) R - \  =
- ( R g ^ -  R g ^ +  a " S  = R^ g '  (Rg + 9Rg0'
Y y a  e s t a  d e m o s t r a d a  la p r o p o s i c i ô n .
® k £ £ £ ''£££££
Se h a  d e m o s t r a d o  q u e  l o s  c o n t r ô l e s  o b t e n i d o s  p o r  a m b o s  m é t o -  
d o s  c o i n c i d e n .  A c o n t  i n u a c  i ô n  se d e m u e s t r a  q u e  los c o s t e s  m i n i ­
m e s  e s p e r a d o s ,  a p e s a r  de  t e n e r  e x p r e s i o n e s  t o t a l m e n t e  d i f e r e n -  
te s ,  t a m b i é n  c o i n c i d e n .
P R O P O S £ C I O N _ I V ^ 5 _ ^ 2
I.os c o s t e s  m i n i m e s  e s p e r a d o s  c o i n c i d e n  en a m b o s  e n f o q u e s  
de l  p r o b l e m a  p l a n t e a d o  e n  la s e c c i ô n  2 del p r é s e n t é  c a p i t u l o .
£ £ 5 £ £ ^  £££££''
S e g û n  el e n f o q u e  de l  F i l t r o  de  K a l m a n ,  y u n a  v e z  h o m o g è n e  i -
z a d a  la n o t a c i ô n ,  el c o s t e  m i n i m o  e s p e r a d o  es:
N N-1
1 03
Y p a r a  eJ p r o b l e m a  de c o n t r o l  a s o c i a d o ,
N N-1
C = m ' T  m , t r ( T  H ) + Y ”  t r ( Q  P ) + t r ( Q ^ P „ )
A 0 A--- k k A--- 1 k O N
Il a y q u e  d e m o s t r a r  q u e  y C ^  s o n  i g u a l e s .
E n  p r i m e r  l u g a r ,  p o r  d é f i n i e i o n  de  , se t i e n e  p a r a  t o d o
Al s e r  II = R - P
0 0 0
” k " ( -  9 ’R ~ ^ 9 ) ~ ^  - k = l , . . , N
Se t i e n e  q u e :  t r ( T  11 ) = t r ( T _ R  - T P ) = t r ( T  R ) - t r ( T ^ P ^ )
^  0 0  0 0 0 0  0 0  0 0
y s u s t i t u y e n d o ,  s e g û n  la é v o l u e  ion de  P^ p a r a  k = l , . . , N
f P^  ^  - 9  ' R^ ^  0  )  ^ = ( R ^  ^  P^  li*'  ^ se t i e n e :
tr(T, II, ) = t r ( T , n . )  + tr(T, ^P, é' ) - tr(T, P, ) p a r a  k = l , . . , N
k k  k l  k ' k - i r  k k
N
C n n  e s t a s  su s t i t uc i o n e  s , se c a l c u l a  /  tr ( T, II, ) :
A— . k k
0
N N
y ~  t.rd'II, ) - t r ( T  R ) - t r ( T  P^ ) + Y ~  tr(T, R ) +
i-  k k 0 0 0 0 i-  k 1
0 N N I
P o r  la é v o l u e  ion de T. en f u n c i ô n  de T, y al s e r  T =Q  :
N N-1 " N-1 " "
1
De d o n d e  :
N N N
% 2 " " k " k '  ‘ H t > - i \ 7 V i f >
0 1 1
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■ \ )
R e c o r d a n d o  la p r o p i e d a d  de la t r a z a :
tr(jjCTk^j^Pj^) = ) p a r a  t o d o  k = l , . . , N - l
N N-1
se c o n c l u y e  q u e  '^^ k^ '’k-l^’ ^ ~ Z I + l ^ ^ k ’ "
1 1
t r ( T , / P o ^ ' )
A s  i , se p u e d e  e x p r e s a r  c o m o :
N-1
Y p a r a  q u e  e s t a  e x p r e s i o n  s e a  i g u a l  a la de C ^  ^  es p r e c  i so
d e m o s t r a r  q u e  ;
^  -1
N - 1
Y t e n i e n d o  en c u e n t a  de  n u e v o  q u e  t r ( T ) = t r ( ' T ^  ^ P  ^  ) y
p a r a  t o d o  k = l , . . , N - l  se v e r i f i c a :
s o l o  es  p r e c i s e  v e r  q u e  :
tr(^'T^p(Q^+p-T^f)"V'T^^P^)-tr(Q^P^)+tr(^-T^^P^) -tr(T^P^)
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q u e  es é q u i v a l e n t e  a d e m o s t r a i ’ que:
( r ( T ^ r ^ )  = l:r(Qy"^) + t r { / ' T ^ y p ^ )  - t r ( ' T ^ P( 0^ + P'^  ^  T ) ~ f ' T  ^ ^ P ^  !
q u e ,  pnr" la p r o p i e d a d  de las t r a z a s ,  es i g u a l  a
-  1
- I r { ( 0 , . \ r ( £ g + p ' \ p r
y, p o r  la e c u a c i é n  de r e c u r r e n c i a  de  T^, se v e r i f i c a ,  y a  q u e  s e ­
g û n  e s a  c c u a c i ô n ,  = Q ^  ^  "P T j Qg ^  ^ 1 ^  ^ V  ' ^  ^
Asi se ha d e m o s t r a d o  la p r o p o s i c i ô n .
J o Ç
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